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1. Uvod

Fizika kondenzovane materije se bavi fundamentalnim pitanjima u oblasti fizike intera-
gujuéih mnogocesti¢nih sistema, kao i sintezom i karakterizacijom novih materijala. Pored
proucavanja ¢vrstih tela (kristala, stakla, kvazikristala) i meke materije poput teénosti,
tec¢nih kristala i biomaterije, fizika kondenzovane materije obuhvata i superfluidnost, su-
perprovodnost, kvantni Holov efekat, fiziku Boze-Ajnstajn kondenenzata i laserski hladenih
atoma. Osobine meke materije (soft condensed matter) najéesée mozemo odli¢no da objas-
nimo koristec¢i okvir klasi¢ne mehanike i statisticke fizike, dok nam je kvantna mehanika
neophodna da bi razumeli termodinamicke i transportne osobine kristala.

Makroskopske osobine materije ¢esto ne mozemo ni da pretpostavimo samo znajuéi
njene osnovne konstituente. Interakcije u mnogocesti¢nim sistemima ponekad dovode do
potpuno neocekivanih osobina poput superfluidnosti ili superprovodnosti. Jedan od ci-
ljeva fizike kondenzovane materije je otkrivanje novih faza materije i razvijanje metoda za
njihovo proucavanje. Drugi veliki cilj je, naravno, sinteza novih materijala i nanostruktura
za primene u elektronici, kao i proizvodnji, skladistenju i transportu energije.

Sa stanoviSta fundamentalne fizike, sistemi kondenzovane materije nam daju priliku da
u laboratoriji testiramo hipoteze statisticke fizike i kvantne mehanike. Takode treba reci
da su mnogi opsti koncepti i metode savremene fizike najpre, ili paralelno razvijani u fizici
kondenzovane materije. Na primer, teorija faznih prelaza, Anderson-Higsov mehanizam
narusenja simetrije, metod Fajnmanovih dijagrama, Vilsonova teorija renormalizacione
grupe, itd. Pojedine savremene teme od potencijalno ogromnog znacaja, poput kvantnog
rac¢unarstva, se takode u velikoj meri prou¢avaju u okviru naucne zajednice koja se bavi
fizikom kondenzovane materije.

Ova knjiga predstavlja uvodni kurs iz fizike kondenzovane materije i bavi se pre svega
osobinama kristala - ¢vrstih tela ¢iji atomi formiraju periodi¢nu strukturu. Obradene
teme daju odgovor na bazitna pitanja: zaSto su neki materijali izolatori, a drugi meta-
li; otkuda visoka provodnost metala i pored jake interakcije elektrona sa jonima i jake
elektron-elektron interakcije; zasto izgleda da su nosioci naelektrisanja u pojedinim mate-
rijalima pozitivni; kako na osnovu rasejanja X-zraka odredujemo kristalnu strukturu; kako
postojanje fonona kao osnovnih kolektivnih ekscitacija koje nastaju vibracijom reSetke
objasnjava temperaturnu zavisnost toplotnog kapaciteta; kako Kulonova interakcija i Pauli-
jev princip objasnjavaju formiranje magnetnih momenata u atomima, kao i postojanje
dugodometnog magnetnog uredenja.



2. Drudeova teorija metala

Prvu teoriju transporta naelektrisanja u metalima razvio je Drude (P. Drude) 1900. godine.
To je bilo neposredno nakon otkrica elektrona (.J. J. Thomson, 1897) kada je postalo jasno
da se kristali sastoje od negativno naelektrisanih elektrona i pozitivno naelektrisanih jona.
Drude je razvio teoriju klasi¢nog elektronskog gasa po analogiji sa Bolcmanovom (Ludwig
Boltzmann) kinetickom teorijom gasova.

2.1 Drudeova provodnost

Pretpostavke Drudeove teorije su sledece:

(i) Elektroni se rasejavaju na jonima reSetke. DefiniSemo vreme rasejanja 7 (scattering,
relazation, collision time) tako da je verovatnoca rasejanja u intervalu dt jednaka dt/r.
Vreme 7 uvodimo kao fenomenologki parametar, a iz navedene definicije sledi da je 7
jednako srednjem vremenu izmedu dva rasejanja.

(ii) Nakon sudara je vektorski usrednjena brzina elektrona v = (v) jednaka nuli.

(iii) Elektroni se izmedu sudara sa jonima kreéu slobodno pod uticajem spoljasnje
Lorenzove sile F = —eE — ev x B.

Pogleda¢emo sada kako se menja (vektorski usrednjena) brzina, odnosno impuls p =
mv. U trenutku ¢ + dt impuls je jednak

p(t+dt) = <1 — dt) (p(t) + Fdt) + O(dt?). (2.1)

i
1 — dt/T je verovatnoca da elektron ne bude rasejan u intervalu (¢,¢ + dt) pri ¢emu se
on krece slobodno pod dejstvom spoljasnje Lorencove sile. Doprinos srednjem impulsu od
elektrona koji su se rasejali u ovom intervalu je reda (dt)2. Izvesli smo, dakle, Drudeovu
jednac¢inu kretanja

Cfl—l;:—eE—eva—g. (2.2)
Pogledac¢emo najpre izraz za provodnost (conductivity) u stacionarnom elektri¢nom
polju. Posto je dp/dt = 0, jednadina kretanja je p = mv = —erE. Nakon §to iskoristimo
izraz za gustine struje j = —env, dobija se
2
j=""Tp, (2.3)
m

(2.4)

Otpornost (resistivity) definiSemo kao p = o~!. Po Omovom zakonu V = IR, gde je

V =FLil=jS. Otpor sistema (resistance) je jednak R = pL/S.



Koliko iznosi tipi¢no vreme rasejanja elektrona u metalu? Vreme 7 moZemo da proce-
nimo iz vrednosti za otpornost p i koncentraciju n ¢ije vrednosti mozemo da uzmemo
iz. eksperimenta (odnosno da o¢itamo iz tablica). Koncentraciju elektrona mozemo da
odredimo po formuli n = NaZp,,/A, gde je Na Avogadrov broj, Z je broj valentnih
(slobodnih, slabo vezanih) elektrona, p,, je gustina mase, A je maseni broj (masa po
molu).! Iz tabli¢nih (eksperimentalnih) vrednosti dobijamo da je tipi¢na koncentracija
valentnih elektrona n ~ 10?2 — 10?2 po cm®. Posto je tipi¢na otpornost metala p ~ 1
p€2cm, tipitno vreme rasejanja je 7 = n;’;p ~ 10714 - 10715 s.

Srednji slobodni put (mean free path, scattering length) elektrona je I = (v)T, gde
je (v) srednja vrednost intenziteta brzine. U Drudeovoj teoriji brzinu (v) odredujemo
isto kao u kinetickoj teoroji gasova, kao srednju brzinu termalnog kretanja elektrona. Po
Bolzmanovoj teoriji

%m<v2> = gk‘BT. (2.5)
Srednja vrednost (v) = \/8kgT/(mm) ~ \/3kpT/m. Na sobnoj temperaturi (v) ~ 1072,
pa je l ~ 107% x 107s ~ 107 7cm ~ 10 A. Ova procena za (v) zapravo nije dobra
posto ne uzima u obzir kvantnu statistiku fermiona. Brzina valentnih elektrona u metalu
odgovara Fermijevoj brzini vp ~ 108% koja je priblizno je 10 puta veéa od brizine koju
je procenio Drude. Otuda je u realnim metalima [ 2 100 A. Ovako dugacak slobodni put
je posledica kvantne mehanike, kao $to ¢emo videti u nastavku knjige.

2.2 Holov efekat

Holov efekat (E. Hall 1879) oznatava pojavu razlike potencijala koja je ortogonalna kako
na spoljasnje elektri¢no polje, tako i na njemu popreéno magnetno polje. Elektriéno polje
E ¢emo usmeriti duz z-ose, a magnetno polje B duz z-ose. Popre¢na razlika potencijala
se javlja duz y-ose.

Poéi ¢éemo od Drudeove jednadine kretanja (2.2). U stacionarnom rezimu dp/dt = 0.

Kada uvrstimo u Drudeovu jednaéinu izraz za gustinu struje j = —env = —enp/m, dobija
se )
. m .,
E=—jxB+—j (2.6)
ne ne4r

Tenzor otpornosti p, koji je definisan relacijom E = pj, ima i vandijagonalne komponente
u x — gy ravni. Prethodnu jedna¢inu mozemo da napiSemo u matri¢nom obliku

(Ex>:<pm p:r:y)(]ix)j 2.7)
Ey Pyz Pyy Jy

gde je pzz = pyy = 5~ = po, dok su vandijagonalni ¢lanovi pgy = —py, = % i njih
nazivamo Holova otpornost. Holov koeficijent Ry je definisan sa

Pyzx 1
Ry=—-—=——. 2.8
H B ne (28)

Za j, = 0 nalazimo da je Ry = %% Holov koeficijent u Drudeovoj teoriji zavisi samo od

koncentracije i znaka nosilaca naelektrisanja.
U alkalnim metalima je izmereni Holov koeficijent u skladu sa Drudeovim predvidanjima,
ali u dvovalentnim i trovalentnim metalima Ry moze da bude pozitivan, Tabela 2.1. Dakle,

'Zgodno je definisati rs broj koji je dat polupretnikom sfere &ija zapremine odgovara zapremini po
valentnom elektronu u sistemu. rs je dat izrazom V/N = 1/n = 47r2/3, odnosno 7, = (3/(47n))'/®. U
metalima je rs/ao ~ 2 — 3, gde je ap = 0.529 x 107'° m Borov radijus (Niels Bohr).



Slika 2.1: Sematski prikaz merenja Holovog efekta.

izgleda kao da su nosioci naelektrisanja pozitivno naelektrisani. Objas$njenje ove pojave
¢emo dobiti u zonskoj teoriji metala.?

1/(_6RHnatomic) Z
Li 0.8 1
Na 1.2 1
K 1.1 1
Cu 1.5 1
Be -0.2 2
Mg 0.4 2
Ca 1.5 2

Tabela 2.1: Izraz 1/(—eRgnatomic) treba da odgovara valenci Z, posto je ngtomic koncen-
tracija atoma. Vidimo da je za Be i Mg predvidanje Drudeove teorije potpuno pogresno.

2.3 Opticka provodnost

Opticka, odnosno frekventno zavisna provodnost (ac conductivity, optical conductivity)
odreduje odgovor sistema na vremenski promenljivo spoljasnje elektri¢no polje. Pret-
postaviéemo da je talasna duzina elektromagnetnog talasa mnogo veca od rastojanja izmedu
elektrona odnosno jona, A > r,, §to nam omogucava da zanemarimo prostornu zavisnost
elektricnog polja. (Za vidljivi deo spektra A ~ 500nm > r,. Napominjemo da frekvenca
w nije ogranic¢ena na vidljiv deo spektra i da pokriva sve talasne duZine.)

Posmatraé¢emo harmonijsko elektri¢no polje

E(t) = Ecos(wt) = Re [E(w)e ™"]. (2.9)

Lakse nam je da koristimo zapis sa eksponencijalnom funkcijom nego da radimo sa kosi-
nusima i sinusima, a uzimanje realnog dela se podrazumeva ako nije eksplicitno navedeno.

2U dvodimenzionom elektronskom gasu na niskim temperaturama u jakom magnetnom polju Holova
L h(Klaus von Klitzing, 1980). Ovo je egzaktna relacija

otpornost je kvantovana i uzima vrednosti pzy = 7 2%
koja ne zavisi od detalja pripreme uzorka i predstavlja jedan od makroskopskih kvantnih fenomena.



Impuls, odnosno gustinu struje, trazimo u obliku p(t) = Re [p(w)e™™*] i j(t) = —en% =
Re [j(w)e™™!]. Opticka provodnost o(w) je definisana izrazom

j(w) = o(w)E(w). (2.10)
Kada uvrstimo izraze za gustinu struje i jac¢inu polja u jedna¢inu kretanja
dp P
o _eE— = 2.11
dt © T’ (2.11)

dobijamo Drudeov izraz za opticku provodnost u metalima

a0

o (w) (2.12)

1 —iwr
Sa 09 = ne?r/m smo oznaéili provodnost u konstantnom elektricnom polju, odnosno dc
provodnost.
Pod izrazom za optitku provodnost ¢esto podrazumevamo realni deo formule (2.12)
R
1

Prepoznajemo da o1(w) ima oblik Lorencijana polusirine 7.
3

Reo(w) = o'(w) = o1 (w) (2.13)
Realni i imaginarni deo
Na niskim frekvencama opticka
provodnost je i u realnim materijalima opisana Lorencijanom, odnosno Drudeovim pikom
(Drude peak).

Opticka provodnost je neposredno povezana sa dielektricnom konstantom, koja ¢e nam
dati odgovor na pitanje da li je metal transparentan za svetlost zadate frekvence. Iz

o(w) su povezani Kramers-Kronig transformacijama.

Maksvelovih jednacina dobijamo talasnu jednacinu®
2 w?
—V°E = ge(w)E, (2.14)
gde e¢(w) oznacava kompleksnu dielektriénu konstantu koja je jednaka
io(w)
=14 —. 2.15
) = 1+ 22 (215)

Istrazi¢emo detaljnije slu¢aj wr > 1. Napominjemo da je ovaj limes obi¢no ispunjen
veé za vidljivi deo spektra. Podsetimo se, vidljivi deo spektra odgovara talasnim duzinama
400-750 nm, odnosno ugaonoj frekvenci w = 27c/A ~ 5 x 10571, dok je 7 ~ 1075 u
dobrim metalima. Za w7 > 1 imamo

~ , 2.16
ofw) ~ —72 (216
pa dobijamo da je
wp
ew)y=1- ek (2.17)
gde je w, = Zﬁi Kao §to ¢emo videti, w, odgovara plazmenoj frekvenci.

3Kramers-Kronig transformacije za opti¢ku provodnost su date izrazima

o0 /
o1(w) = %7’/ dw’%’

o0 !
o2(w) = —%P/ dw/%.

Sliéne relacije se uvek pojavljuju kao posledica kauzalnosti, odnosno analiti¢kih osobina korelacionih
funkcija i funkcija odziva.

4Talasnu jedna¢nu mozemo da izvedemo tako 3to delujemo operatorom V na drugu Maksvelovu
jednacinu V x E = —5B/8t i potom iskoristimo ¢etvrtu Maksvelovu jedna¢inu V x B = poj + po€odE/Ot.
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Slika 2.2: Koeficijent refleksije. Puna linija odgovara eksperimentalnoj krivi za Al. Ispreki-
dane linije su rezultati Drudeove teorije zay = 77! =0i7 = 8x 107 1%s. (Phys. Rev. 132,
1918 (1962))

Sta se desava sa ravnim monohromatskim talasom E(z,t) = Ege’**~** kada dode do
povrdine kristala? Diferenciranjem dobijamo —d?E/dx? = k?E, pa iz talasne jednacine
(2.14) nalazimo da je talasni vektor jednak

k== (2.18)

c

Za w < wy talasni vektor k ~ /e ima imaginarnu komponentu, pa u tom slucaju postoji
prigusenje talasa. U metalima je prigusnje talasa praceno jakom refleksijom. Ako je /e
realno, tj. za € > 0 & w > wy,, nema prigusenja talasa i metal je transparentan.

Granica transparentnosti w, izracunata u okviru Drudeove teorije se odli¢no slaze sa
eksperimentalnim rezultatima na alkalnim atomima, Tabela 2.2. MoZemo da primetimo
da se plazmena frekvenca nalazi u ultraljubi¢astom delu spektra.

)\theory [nm] \6ézp [nm]
Li 150 200
Na 200 210
K 280 310
Rb 310 360
Cs 350 400

Tabela 2.2: Grani¢na talasna duZina za transparentnost svetlosti za alkalne metale u
Drudeovoj teoriji i u eksperimentu.

Napomenimo jo$ da dielektri¢cna konstanta odreduje kompleksni indeks prelamanja
n = /e (complex refractive indez), a preko njega i koeficijent refleksije (reflectivity)
a1

— (2.19)

Na Slici 2.2 je prikazan koeficijent refleksije za aluminijum koji je u prili¢cno dobrom slaganju
sa rezultatom iz fenomenoloske Drudeove teorije. Primecujemo da aluminijum odli¢no
reflektuje sve talasne duzine iz vidljivog dela spektra i otuda je aluminijum bele boje.



2.4 Plazmena frekvenca

Plazmena frekvenca wy, je frekvenca kolektivnih oscilacija elektronskog gasa. Ovu frekvencu
moZemo da odredimo iz veoma jednostavnog klasi¢nog razmatranja, Slika 2.3(a). Pret-
postavimo da su elektroni kolektivno izmesteni za rastojanje d. Tada se na krajevima
sistema pojavljuje naelektrisanje koje nije kompenzovano naelektrisanjem jona. Ako sa d
ozna¢imo pomeraj elektronskog gasa, nastaje elektri¢no polje E = nde/ep kao u konden-

zatoru. Ovde nde ongovara povrsinskoj gustini naelektrisanja. Jednacina kretanja je data
ne

samd=—eF = _?d’ odakle dobijamo plazmenu frekvencu
2
ne
=4/ —. 2.20
Wp ot ( )

Plazmene oscilacije su kvantovane.’ Plazmone - kvante plazmenih oscilacija moZemo

u metalima da detektujemo pomocu rasejanja elektrona energije ~ 2 keV (electron energy
loss spectroscopy). Rasejani elektroni imaju energiju umanjenu za nhw,. U dopiranim
poluprovodnicima je koncentracija elektrona pa samim tim i plazmena frekvenca mnogo
manja, pa ona moze da se odredi pomocéu neelasticnog rasejanja svetlosti - Ramanove
spektroskopije, Slika 2.3(b).

N electrons

=+ nde
o nd

E=2mn0+ 270 = 4unde

PR

o’
g = - nde

v
N.Z ions

>~

plasmon
emission

\
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/
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-200 0 200 400

-400
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Slika 2.3: (a) Jednostavan model plazmenih oscilacija. (b) Ramanovo rasejanje na dopira-
nom GaAs (n = 1.75 x 102> m~3). Po zakonu odrzanja energije, energija izlaznog fotona
mora da zadovoljava hwey: = hwiy, £ hwp, gde je hw;, energija upadnog fotona. (preuzeto
iz [4])

5Slieno kao §to su kvantovane vibracije reetke.



2.5 Termalna provodnost

Postojanje gradijenta temperature dovodi do transporta toplote kroz sistem. Posmatramo
sistem koji se nalazi u otvorenom strujnom kolu tako da nema transporta naelektrisanja
(j =0). Termalna provodnost  je definisana sa

jo = —KVT, (2.21)

gde je j, gustina termalne struje. Po kinetickoj teoriji termalna provodnost je jednaka®

1
K= gnvacv, (2.22)
gde je ¢, toplotni kapacitet po Cestici, a v oznacava srednju brzinu.” Koristedi izraze iz
Bolcmanove teorije gasova ¢, = %k‘B i mv?/2 = 3kpT /2, dobijamo da je k = 3nk%7T/2m,
pa se za koli¢nik termalne i elektri¢ne provodnosti dobija

k3 (kg\? WO
2222 Tr1078 2.23
o 2(6) K2 (223)

Dobili smo da je k/o o T, $to je u skladu sa Videman-Francovim zakonom ( Wiedemann-
Franz, 1853). Cak je i brojna vrednost sli¢na kao u eksperimentima (razlikuje se za pre-
faktor ~ 2). Drudeov izraz je u ovom slucaju ipak findamentalno pogresan jer je dobijen
iz pogresne procene brzine termalnog kretanja v® ~ 0.1vp (vp je Fermijeva brzina) i
toplotnog kapaciteta ¢! ~ 100¢, na sobnoj temperaturi (sa ¢, smo ovde oznacili toplotni
kapacitet kada se uzme u obzir Fermi statistika, a indeks cl oznacava da se radi o rezultatu
dobijenom iz zakona klasi¢ne fizike). Cistom slu¢ajnoscu su se pogreine procene za v? i ¢,
prakti¢no pokratile.

STermalnu struju, odnosno energiju koja se u jedinici vremena prenese kroz jedini¢ni popreéni presek,
mozemo da izrazimo kao

Jq(x) = ngc‘)(T(m —VyT)) — ngS(T(m + v,7)).

Posmatramo struju duz z-ose. Pretpostavljamo da se polovina elektrona kreée udesno, a polovina ulevo.
Radi preglednijeg zapisa smo izostavili oznaku za srednju vrednost brzine. £ oznacava energiju po Cestici.
Pretpostavljamo da su pre prolaska kroz popreéni presek sa koordinatom x elektroni poslednji sudar imali
na poziciji  + v,7. Energija zavisi od temperature u koordinati x £ v7r. Struju mozemo da prikazemo

preko izvoda
n d€ n d€ dT

2 = T T dw
Kada stavimo v2 = v?/3, dolazimo do trazene relacije za termalnu provodnost.

"Obratite paznju na razliku izmedu srednje brzine usmerenog kretanja (brzine drifta) i srednje brzine
(termalnog) kretanja.

dT
(2u,7) = —nviTe, —.

. n
Ja(2) = —5vedE = — .



3. Zomerfeldova teorija slobodnog
elektronskog gasa

Zomerfeld (Arnold Sommerfeld, 1927) je uzeo u obzir postulate tek zasnovane kvantne
mehanike i1 time otklonio osnovne nedostatke Drudeove teorije metala. Zomerfeldova
teorija, koja uzima u obzir Paulijev princip (Wolfgang Pauli) i Fermi-Dirakovu statis-
tiku (Enriko Fermi, Paul Dirac), ispravno opisuje osnovna fizicka svojstva metala, poput
toplotnog kapaciteta na niskoj temperaturi i spinske susceptibilnosti. Zomerfeldova teorija
opisuje pojednostavljen model elektrona u metalu u kome su zanemarene interakcije izmedu
elektrona, a jedini efekat jona je da obezbedi ukupnu neutralnost sistema.

3.1 Fermi-Dirakova raspodela i Fermijeva energija

Fermi-Dirakova (odnosno Fermijeva) raspodela! odreduje srednju popunjenost jednocesti¢nog
stanja energije € na temperaturi 7' za sistem neinteraguju¢ih fermiona (Slika 3.1)

1

np(e) = e 1 (3.1)
gde je B = k’E%T' Hemijski potencijal na nultoj temperaturi se naziva Fermijeva energija,
u(T = 0) = ep, dok je Fermijeva temperatura definisana sa Tp = ep/kp. Na T = 0
Fermijeva raspodela postaje step-funkcija, np(e) = ©(ep—¢). Granica izmedu popunjenih i
praznih energijskih nivoa u k-prostoru se naziva Fermijeva povrs. Popunjena stanja unutar
Fermijeve povrsi nazivamo Fermijevo more.

Koliko iznosi Fermijeva energija pri zadatoj koncentraciji elektrona? Da bi odgovorili na

ovo pitanje, polazimo od talasnih funkcija slobodnih elektrona 1 = —=e™7* u sistemu sa

periodi¢nim (Born-fon Karmanovim, Born-von Karman) grani¢nim ug)vima. Izracunate
fizicke veli¢ine nece da zavise od grani¢nih uslova posto posmatramo osobine makroskopskih
(bulk) sistema. Periodi¢ni grani¢ni uslov u jednoj dimeniziji je dat sa ¢ (z + L) = ¥ (z),
pa je e = 1, odnosno k = 27n/L, gde je n ceo broj, a L duzina sistema. Razmak izmedu
nivoa u inverznom prostoru (k-prostoru) Ak = 27/ L ide u nulu u termodinami¢kom limesu,

Nzraz za Fermi-Dirakovu raspodelu moZemo da dobijemo na veoma jednostavan nain posmatrajuéi
sistem sa svega jednim energijskim nivoom &, odnosno jednom orbitalom. Statisti¢ka teZina, odnosno
verovatnoca svojstvenog stanja ¢ u velikom kanonskom ansamblu je p; = %e‘ﬁ (Bi=pNi) ode je N; broj
Cestica, a E; energija svojstvenog stanja. Z =, e PE—1N) oznagava particionu funkciju. Za srednju
vrednost broja Cestica u sistemu sa samo jednim energijskim nivoom & dobijamo (N) =n = >, Nip; =
0+ LePlE—m = 1i;f(;<;iit> _ 6B<5*1ﬂ>+1' TraZenu relaciju smo mogli da dobijemo i koristeéi (N) = @%%-
Fermi-Dirakova raspodela vazi i kada je generalizujemo na mnogocesti¢ni sistem neinteragujuéih fermiona.

Podsetimo se jos da je, u opStem slu€aju, srednja vrednost operatora A u velikom kanonskom ansamblu
data sa (A) = %Zi<i|A\i>efﬁ<Ei7“N1’> = %Tr(Aeiﬁ(Hf”N)) = Tr(Ap). Ovde smo sumirali po svim
¢istim stanjima |i) mnogoGestitnog sistema, particiona funkcija je Z = Tr(e PH#N) 5 5 = %efB(Hf“N)
oznacava statisti¢ki operator, odnosno matricu gustine (statistical operator, density matriz).




Slika 3.1: Fermi-Dirakova raspodela.

pa sa sumiranja po svojstvenim stanjima moZemo da predemo na integral

L oo
— — / dk,
P 27 J_ o
odnosno u tri dimenizije
V o
d oo / dk.
Za slobodne elektrone e(k) = %, pa je ukupan broj elektrona na T' = 0 jednak
N =23 np(e(k) = 22 /dk@( (k) =2 4 /deka—vk%
A M T R C T KR 3
gde je kp Fermijev talasni vektor definisan relacijom ep = h;:} Ovim smo dobili trazene
izraze za talasni vektor
kp = (3n°n)Y/3, (3.2)
i Fermijevu energiju
h2(371'2n)2/3
=— 3.3
32 5 (3.3)

U realnim metalima Fermijeva temperatura je nekoliko desetina hiljada kelvina. Na
primer, za bakar Tr ~ 80000K =~ 7eV /kp, a za natrijum Tr =~ 27000K = 3.2eV /kp.
Iskoristili smo da je 1eV/kg = 1.16 x 10* K. Dakle, Fermi temperatura je mnogo veéa
od sobne temeprature Ty o0m. Ova Cinjenica je od velikog znacaja za razumevanje fizike
metala: najveéi broj elektronskih stanja je daleko ispod Fermijevog energijskog nivoa i ti
elektroni ne mogu da budu pobudeni termalno, niti primenom elektri¢nog ili magnetnog
polja uobicajene jacine. Transportne i termodinamicke osobine sistema su dakle odredene
procesima u kojima ucestvuju samo elektroni iz okoline Fermijeve povrsi.

Iako zivimo u trodimenzionalnom svetu, kretanje elektrona mozemo da ograni¢imo na
dve, ili na jednu dimenziju. Dvodimenzionalni elektronski gas mozemo da realizujemo na
granici izmedu dva pogodno izabrana poluprovodnika (GaAs/AlGaAs heterostrukture) ili
u MOSFETima. Elektroni se tada u nalaze u kvantnoj jami, recimo duz z-ose, dok se
slobodno kreéu u  — y ravni. Energijski nivoi od kretanja duZ z-pravca su diskretni. Ako
je koncentracija elektrona (ili Supljina) i temperatura dovoljno niska (tipi¢no je potrebno
T < 1K), samo najnizi energijski nivo je popunjen i elektroni imaju slobodu kretanja
samo u popre¢noj x — y ravni. Komponenta talasne funkcije duz z-pravca je lokalizovana
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na spoju. Elektroni tada “ne vide” dimenziju prostora duz z-ose i elektronski gas je Cisto
dvodimenzionalan. U dve dimezije je N = (2 )2 [dkO(efp —e(k)) = 22 kF dkk = £k,

paje kp =V2mniep = “h ™ n, gde je n = N/S povrsinska koncentracga elektrona

U poluprovodnickim nanostrukturama je moguce fino podeSavanje koncentracije nosi-
laca naelektrisanja dopiranjem ili podesavanjem napona na elektrodama (gate). U razre-
denom elektronskom gasu u Si MOSFETima moguce je podesiti da Fermijeva temperatura
bude svega nekoliko kelvina. Zanimljivo je primetiti da uticaj Kulonove elektron-elektron
interakcije postaje vazniji pri niskim koncentracijama elektrona, a Cesto ga mozemo zane-
mariti na visokim koncentracijma ili ga tretirati na jednostavan na¢in metodom srednjeg
polja. Naime, Kulonovu interakciju izmedu elektrona F._. mozemo da procenimo sa
E. .~ 471r€ z\f pa se odnos E,_./ep ~ 1/y/n poveéava sa smanjenjem koncentracije.?

3.2 Gustina stanja

Pre nego sto izracunamo toplotni kapacitet elektronskog gasa, definisa¢emo gustinu elek-
tronskih stanja po jedinici zapremine g(g). Izraz g(e)de odgovara broju svojstvenih stanja
u intervalu energije (¢, e+de). Fizicke veli¢ine veoma Cesto izrazavamo preko gustine stanja.
Na primer, broj estica je jednak N =V [ deg(e)np(e), aenergija E=V [ deg(e)enp(e).

Za slobodan elektronski gas u tri dimenzije, broj stanja u intervalu energije (g,¢ + de)
je jednak

Ark?dk = V( m)¥/2 Vede,

Vg(e)de =2 ok 5273

gde smo iskoristili dk = 1/2},”? 2\1[616 Kada iskoristimo izraz (3.3) za Fermi energiju,

(€) = 3n e
g _25F 5F.

Obratite paznju da je sumiranje po spinu uklju¢eno u definiciju za g(¢). Gustina stanja

dobijamo

na Fermijevom nivou ¢ = e je jednaka g(ep) = 236—"F Sli¢no se pokazuje da je gustina
stanja slobodnih elektrona u dve dimenzije goqg = 77, a u jednoj dimenziji g1q = VWQ){” \}E

Primec¢ujemo da je u 2d gustina stanja konstanta, a da u 1d divergira za € — 0.

3.3 Toplotni kapacitet

Toplotni kapacitet C' = OFE /0T |y, odnosno njegovu zavisnost od temperature, mozemo
da odredimo do na prefaktor reda 1 na sledeé¢i veoma jednostavan nacin. Energija je

=V [ deg(e)enp(e). Hemijski potencijal p(T) pri zadatoj koncentraciji elektrona
n = N/V odredujemo iz uslova n = fooo deg(e)np(e). U najjednostavnijoj aproksimaciji
moZemo da zadrzimo konstantnu vrednost za u, u(T) ~ u(T = 0) = ep. (U preciznijem
racunu bi izra¢unali popravku drugog reda po T', u(T) = ep+O(T/Tr)?). Energiju sistema
na T < Tr moZemo da procenimo (videti Sliku 3.1) sa

E(T) ~ E(T = 0) + ng(sF)k:BT x kgT. (34)

Vg(ep)kpT je broj termalno pobudenih elektrona, a kT je njihova energija ekscitacije
do na prefaktore reda 1. Toplotni kapacitet je onda jednak C = E/OT = 3V g(ep)k%T

2Pri veoma malim koncentracijama, u dve dimenizije moze ¢ak da dode do lokalizacije elektrona u
tzv. Vignerov (E. Wigner) kristal.
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odnosno ako uvrstimo izraz g(ep) = 235—7;, dobija se
_3Nkp T
C = — 3.9
Yy T, (3.5)

Koristeéi Zomerfeldovov razvoj mozemo da nademo vrednost prefaktora 7 = 72 /3.

Pretpostavka T'/Tr < 1 je svakako dobro ispunjena u metalima posto je tipi¢no
T/Tr < 0.01 na sobnoj temperaturi. Izraz (3.5) daje toplotni kapacitet elektrona ~ 100
puta manji nego $to predvida Drudeova teorija elektronskog gasa. U realnim metalima,
zavisnost toplotnog kapaciteta od temperature ima oblik C' = 4T + T3, gde je ¢lan T3
posledica vibracija reSetke. Koeficijent v, izratunat iz koncentracije n u okviru Zomer-
feldove teorije, se veoma dobro slaze sa eksperimentalno izmerenim vrednostima za alkalne
metale, Tabela 3.1.

Yexp [1071 ] | Yeneory 1071 o]
Li 18 7.4
Na 15 11
K 20 17
Cu 7 5
Ag 7 6.4
Be 2 2.5
Bi 1 )
Mn 170 5.2

Tabela 3.1: Poredenje koeficijenta v = C'/T za toplotni kapacitet.

3.4 Spinska susceptibilnost

Posmatramo slobodan elektronski gas u spoljasnjem magnetnom polju koje je kuplovano
samo sa spinom elektrona (Zeeman coupling). Hamiltonijan je dat sa3

2
=P _ u- B,
2m
gde je p = —gupo magnetni moment spina s = ho, a o uzima vrednosti +1/2. Landeov
(Landé) faktor, odnosno g-factor je priblizno jednak 2. Borov magneton ima vrednost

up = % ~ 0.67kp K/T. U magnetnom polju B usmerenom duZ z-ose elektronima sa

. , .. h2k2 . .

spinom gore se povecava energija exr = 5.~ + pupB, a elektronima sa spinom dole se
P h2k2 . . . .
smanjuje €, = %5~ — upB. Usled negativnog znaka naelektrisanja, spin elektrona se
orijentiSe suprotno od magnetnog polja, a spinski magetni moment je usmeren duz smera
polja.

Razli¢ita energija elektrona sa suprotnim spinom dovodi do razlike u popunjenosti,
odnosno koncentraciji. Magnetizacija, odnosno magnetni moment po jedinici zapremine,

je jednak

1 1 2
M == (Nt = N up = —(nt = ny)up =2 x Sg(er)upB x pp = g(er)npB.
3Sprezanje orbitalnog kretanja elektrona i magnetnog polja dovodi do dijamagnetnog (Landauovog)
doprinosa susceptibilnosti, XLandau = —Xspin/3-
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Slika 3.2: Popunjavanje elektronskih stanja u magnetnom polju. Primetimo da je energijska
skala na slici uveéana radi preglednosti. U realnom slucaju je upB < kpTioom < kBTF.

Ovde smo iskoristili da je gi(e) = gy (e) ~ g(er)/2, videti Sliku 3.2. Susceptibilnost je
definisana sa x = limgy_,0 OM/OH. Magetno polje B je ukupno polje u metalu koje je
sa poljem H povezano relacijom B = po(H + M). U paramagnetu je M < H, pa je
H ~ B/pno. Dakle, x = po0M /0B pa dobijamo da je

X = toppy(er). (3.6)

Ovo je trazeni izraz za spinsku, odnosno Paulijevu, susceptibilnost. Ako uvrstimo u ovu
formulu izraz za gustinu stanja za slobodan elektronski gas izrazen preko koncentracije
valentnih elektrona, dobijamo solidno slaganja sa eksperimentom, Tabela 3.2. Magnetizam
je zasebna tema izlozena u Poglavlju 11.

Xexp [10_6] Xtheory [10_6]
Li 3.4 1.0
Na 6.2 6.3
K 5.7 6.7
Cu -9.6 12
Be -23 17
Al 21 16

Tabela 3.2: Poredenje izmerene susceptibilnosti sa Zomerfeldovom formulom. Primeéujemo
da su pojedini metali dijamagnetni $to ¢emo da objasnimo u Poglavlju 11.

3.5 Nedostaci Zomerfeldove teorije

Drudeova, odnosno Zomerfeldova teorija metala, kao §to smo videli, daje prilitno dobar
opis transporta naelektrisanja i toplote, kao i termodinamickih osobina poput toplotnog
kapaciteta i magnetne susceptibilnosti. Drudeovu jedna¢inu kretanja dp/dt = F — p/7
mozemo da shvatimo kao jednacinu za srednji impuls svih elektrona koji popunjavaju Fer-
mijevu sferu. Pomerena Femijeva povrS dovodi do nenulte usrednjene brzine elektrona,
odnosno brzine drifta vqug, Slika 3.3. Tipitno je vquge ~ 1mm/s. Procesi rasejanja
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Slika 3.3: Elektri¢na struja u Drude-Zomerfeldovoj slici.

uti¢u samo na elektrone iz blizine Fermijeve povrsi posto bi ekscitacije preostalih elektrona
zahtevale znatno veéu energiju.

Naravno, postoji viSe znacajnih pitanja na koja Zomerfeldova teorije ne moze da pruzi
odgovor. Na primer:

e Srednji slobodni put u dobrim metalima je [ = vpT ~ 1000 A. Kako shvatiti ovako
veliki srednji slobodni put kada se elektroni nalaze u polju jona, a interaguju i
medusobno?

e Zasto su mnoga jedinjenja izolatorska iako elektronske ljuske nisu potpuno popu-
njene?

e Kako je moguce da je Holov koeficijent Ry = L za pojedine metale pozitivan pa

nq
ispada da su nosioci naelektrisanja pozitivni?

e Zasto imamo metale razli¢itih boja? Videli smo da bi po Drudeovoj teoriji svi metali
trebalo da budu bele boje.

e Otkuda nastaje T ¢lan u toplotnom kapacitetu?
e Kako nastaje magnetizam?

e Zasto ispada da mozemo da zanemarimo elektron-elektron interakciju, a da ipak
prili¢no ta¢no opiSemo transport elektrona?

Objasnjenje zasto su pojedina jedinjenja metali, a druga izolatori nam pruza zonska teorija
(band theory) koja daje kvantno-mehanicki opis elektrona u periodi¢nom potencijalu.
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4. Tipovi hemijske veze

U ovom poglavlju éemo da razmotrimo sa stanovista fizicara terminologiju koju hemicari
Cesto koriste, a koja se upotrebljava za objasnjenje stabilnosti i osobina razli¢itih
jedinjenja. U najvaznije tipove hemijske veze ubrajamo jonsku, kovalentnu, van der Valsovu,
metalnu i vodoni¢nu vezu.

4.1 Jonska veza

Jonska veza se najlakse formira izmedu atoma I grupe periodnog sistema (alkalni metali;
Li, Na, K, Rb, Cs) i VII grupe (halogeni elementi; F,C1,Br,I). Posmatra¢emo primer NaCl.
Elektronska struktura atoma natrijuma je 1s22s?2p®3s!, a atoma hlora 1s22s?2p63s23p°.
Formiranje natrijum hlorida mozemo da posmatramo iz dva koraka: formiranje razdvojenih
jona Na™ i Cl~ polazeéi od atoma Na i Cl, pa potom njihovo privlacenje usled Kulonove in-
terakcije. Uslovi za hemijsku reakciju su povoljni ako se ukupna energija sistema smanjuje.
Razliku energija za NaCl mozemo da prikazemo kao

AE = (ENa++e* - ENa) - (ECH-e’ - ECI’) - Ecoh = Eion - Eaﬁ - Ecoh~

Eion je jonizaciona energija (energija potrebna za jonizaciju Na), E,g elektronski afinitet
(energija koja se oslobada formiranjem Cl~ jona), a E,, je koheziona energija (energija
koja se oslobada kao posledica Kulonove interakcije izmedu Na™ i C1~ jona). Jonizaciona
energija i elektronski afinitet su najmanji za atome u prvoj koloni periodnog sistema.
Najvedi elektronski afinitet imaju halogeni elementi. Za NaCl Ej,, = 5.14 eV, F.g = 3.62
eV i Eeon = 4.26 eV. Ukupna razlika u energiji AE = Fign, — Eag — Feon = —2.74 €V je
negativna, pa dolazi do formiranja jedinjenja NaCl. Jonska jedinjenja se obi¢no rastvaraju
u vodi po§to polarni molekuli vode ekraniraju naelektrisane jone.

4.2 Kovalentna veza

Kovalentna veza je posledica kvantne mehanike. Da bi razumeli zasto nastaje kovalentna
veza posmatrac¢emo najpre iskarikiran primer formiranja molekulske orbitale vodonika.
Posmatramo elektrone u jednodimenzionoj potencijalnoj jami, Slika 4.1. Energija os-
novnog stanja u potencijalnoj jami Sirine L je
h2m?
€= ——>.
07 omI2

Ako stavimo da je Sirina jame od dva “atoma vodonika” jednaka 2L, energija najnize
orbitale, odnosno osnovnog stanja, je jednaka
h2n?

T om0
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E

— 2L —
Slika 4.1: Talasne funkcije ¢estica u potencijalnoj jami.

Posto u istu orbitalu mozemo da smestimo dva elektrona razli¢ite projekcije spina, ukupna
energija osnovnog stanja je 2¢,. Dakle, formiranjem molekulske orbitale energija osnovnog
stanja je smanjena za AFE = 2y —2¢, = %% Ovu orbitalu nazivamo vezujuca (bonding)
orbitala. Primeéujemo da se, kao posledica kvantne mehanike, kineti¢ka energija elektrona
smanjila usled delokalizacije talasne funkcije. Sledeé¢a svojstvena talasna funkcija odgo-
vara nevezujucoj (antibonding) orbitali koja ima energiju e, = 22¢;, = 4¢,. Formiranje
molekula helijuma bi zahtevalo popunjavanje i vezujuce i nevezujuce orbitale (Slika 4.2)
§to u realisticnom proracunu ne bi dovelo do snizavanja ukupne energije sistema.

Pogledajmo sada nesto realisti¢niji primer formiranja molekulske orbitale. Posmatramo
elektron u potencijalu dva jezgra u polozajima R4 i Ro. Hamiltonijan je dat sa

2 2 2
H=K+U +Uy=2" c c

o2m  Armeolr —Rq|  A4meo|r — Ra|’

(4.1)

Svojstvene vektore osnovnog stanja izolovanih atoma oznaci¢emo sa [1) i |2). Ovi vektori
su odredeni sa

(K+U)[1) = eoll),
(K +05)[2) = eol2).

Pretpostaviéemo da su |1) i |2) ortogonalni. Pri reSavanju svojstvenog problema Hamiltoni-
jana (4.1) ograni¢icemo se na potprostor odreden ovim vektorima, pa trazimo
svojstveni vektor oblika

) = 1) + B[2).
Matri¢ni elementi Hamiltonijana u ovom potprostoru su dati sa Hy1; = (1|H|1) = (1|K +
U1‘1> + <1|U2’1> = €0 + Ucross, Hoo = HH, Hiy = <1|H|2> = <1|K+ U2|2> + <1|U1‘2> =
0+ (1|U1|2) = —t i Hy1 = —t*. ReSavamo svojstveni problem

€0 + Ucross -t a - F a
—t* €o + Ucross ﬁ B ﬁ .

Parametar ¢t = —(1|U;|2) = —(2|U1|1)* se naziva hoping parametar (hopping parame-
ter, transfer intergral), odnosno parametar preskoka ili transfer integral. Ovaj parametar
opisuje prelaze elektrona sa jednog atoma na drugi, odnosno kvantne fluktuacije.

Radi odredenosti, staviéemo nadalje da je ¢ > 0 (5to bi bio slucaj ako su |1) i |2)
s-orbitale). Svojstvene energije su date sa

Eb/ab =¢&o+ Ucross Ft.
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/Anti—bonding orbitals
HT +on
1

Hz Bonding orbitals

1_1,
He H 13 He

H
He,

L 1

1t +F
LiF

Slika 4.2: Formiranjem molekula Hs se smanjuje ekupna energija, a oba elektrona po-
punjavaju vezujuéu orbitalu. Molekul Hes se ne formira jer se popunjavanjem i vezujuce
i antivezujucée orbitale ne smanjuje energija. LiF formira vezu koja je viSe jonskog tipa
posto je energija F orbitale znatno niza od energije Cl orbitale.

Svojstvena funkcije orbitale niZe energije (vezujucée orbitale) je

v = Z=(11) + 12),

a antivezujuce orbitale

1
V2

Da bi odredili optimalno rastojanje izmedu atoma u molekulu, morali bi da uzmemo u

obzir i odbojnu Kulonovu interakciju koja nastaje kada se joni priblize, a elektronske
talasne funkcije preklope, Slika 4.3.

Yab (1) = 12)).

E E

antibonding

Ri2 antibonding

bonding

bonding

Slika 4.3: Ako ne bi uzeli u obzir elektron-elektron interakciju i odbojnu interakciju izmedu
jona, sa smanjivanjem rastojanja izmedu jona energija bi samo rasla ili se smanjivala. U
realnom sluc¢aju postoji optimalno rastojanje izmedu jona koje odgovara minimumu ukupne
energije.
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4.3 Dipolna (van der Valsova) veza

Dipolna ili van der Valsova (J. D. van der Waals) veza nastaje usled dipol-dipol interak-
cije. Ovaj tip veze nastaje u tzv. molekularnim kristalima, jedinjenjima gde ne postoji
jonska odnosno kovalentna veza. Dipolna veza se tipi¢no javlja izmedu inertnih atoma,
poput atoma plemenitih gasova, kao i izmedu inertnih molekula poput No. Iako je u ovim
atomima, odnosno molekulima, srednji dipolni moment (p) = 0, usled kvantnih fluktuacija
(p?) # 0. Nenulti trenutni dipolni moment na jednom atomu polarizuje okolne atome sa
kojima onda interaguje preko dipol-dipol interakcije.

Pogledajmo sada kolika je jacina interakcije izmedu dva atoma ili molekula ¢&ija je
polarizabilnost jednaka y, Slika 4.4. Uzmimo da je trenutni dipolni moment prvog atoma
p1Z. Drugi atom na rastojanju r oseéa elektri¢no polje E = p1/(4meor?) koje onda indukuje
dipolni moment po = YE. Potencijalna energija interakcije dva dipola je

E 2
o el pixE e (1.2)
deqr3 dmeor3 (4mer3)?
Sila interakcije je privlaéna, F = —dU/dr o< r~". lako je interakcija izmedu pojedina¢nih

molekula (atoma) veoma slaba, stabilnost molekularnih kristala nastaje usled toga $to je
dipol-dipol interakcija dugodometna, pa ovu interakciju oseéa veliki broj atoma.

Slika 4.4: Dipol-dipol interakcija.

4.4 Metalna veza

Metalna veza se ostvaruje preko delokalizovanih (valentnih) elektrona u metalima.
Formiranje metalne veze se objasnjava na sliCan nacin kao i kovalentne, ali je u slucaju
metala talasna funkcija elektrona delokalizovana po celom sistemu (videti Poglavlje 6.3).
U Poglavlju 9 éemo, takode, da vidimo kako izmenski mehanizam dovodi do smanjenja po-
tencijlne energije elektrona. Za razliku od jonskih i kovalentnih izolatora koji su krti posto
su veze orijentisane u zadatim pravcima, metalna veza dovodi do savitljivosti i elasti¢nosti
metala.

4.5 Vodoni¢na veza

Vodonic¢na veza je posebna zbog toga §to nakon jonizacije atoma vodonika preostaje samo
jezgro sa jednim protonom. Zbog toga nema ekraniranja naelektrisanja jezgra koje onda
biva veoma efikasno privuceno od strane drugih jona. Vodoni¢na veza je od izuzetnog
znacaja za formiranje bioloskih molekula.
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5. Kristalna struktura i rasejanje X-zraka

Svojstva materijala veoma zavise od kristalne strukture. U ovom odeljku ¢emo uvesti neko-
liko znacajnih definicija vezanih za reSetku u realnom i reciprotnom (inverznom) prostoru
i objasni¢emo kako se odreduje kristalna struktura iz spektara rasejanih X-zraka.

5.1 Kiristalna reSetka
Resetku! definiSemo kao beskonacan skup tacaka odredenih vektorima
R =nja; + ngas + naas, (51)

gde su n; celi brojevi. a; oznacava primitivne vektore reSetke, odnosno primitivne bazisne
vektore. Primitivni vektori zadate reSetke nisu jednozna¢no odredeni. Ekvivalentno,
reSetku mozemo da definiSemo kao skup tacaka koje imaju isto okruZenje.

Jedini¢na éelija je deo prostora ¢ijim se translacijama, odnosno redanjem bez prekla-
panja, dobija cela periodi¢na struktura. Primitivna jedini¢na éelija sadrzi ta¢no jednu
tacku (¢vor) reSetke, a translacijama za primitivne vektore popunjava ceo prostor bez
preklapanja. Primitivna ¢éelija nije jednozna¢na. Mozemo da je zadamo preko primitivnih
vektora, kao skup tacaka r = zja; + xeas + z3as, gde z; € [0,1). Medutim, ovako iza-
brana primitivna ¢elija najc¢eS¢e ne odrazava simetriju reSeteke. Stoga je zgodno koristiti
Vigner-Zajcovu ( Wigner-Seitz) jedini¢nu éeliju koju definiSemo kao skup tacaka koje su
najblize tacki u sredini ¢elije. Takode, ¢esto je zgodno izabrati jedini¢nu éeliju koja u sebi
sadrzi viSe od jedne tacke, ali su joj ose ortogonalne. Takva ¢elija se naziva konvencionalna
jedini¢na éelija. Ovo je sve ilustrovano na primeru trougaone reetke na Slici 5.1.2

LJ L] ’ L] ’ L] L.
A conventional A primitive

unit cell unit cell

- Wigner—Seitz
. _l_lnit cell.

Slika 5.1: Primeri izbora jedini¢ne ¢elije za
trougaonu resetku.

U terminologije Ashcroft&Mermin knjige, koristi se izraz Braveova (Bravais) resetka za isti pojam.
2Drugi naziv za trougaonu reSetku u dve dimenzije je heksagonalna resetka.
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Primitivna jedini¢na celija sadrzi samo jednu tacku resSetke. Ako smo jedini¢nu éeliju
izabrali tako da se u njenim temenima nalaze tacke reSetke, onda pri prebrojavanju treba
uzimati frakcioni deo koji se nalazi "unutar” izabrane jedini¢ne ¢elije. Na primeru konven-
cionalne jedini¢ne celije sa Slike 5.1, broj tacaka u celiji je 4 x % 4+ 1 = 2, a na susednom
primeru sa iste slike imamo 2 x % + 2 x % = 1. U Vigner-Zajcovoj jedini¢noj ¢eliji imamo
samo jednu tacku u njenoj sredini. Koordinacioni broj z definiS§emo kao broj najblizih
suseda tacke resetke. Za kvadratnu reSetku z = 4, a za trougaonu z = 6.

Ako kristal sadrzi atome razli¢itih elemenata, ili iste atome na neekvivalentnim pozi-
cijama, onda su polozaji atoma unutar jedini¢ne éelije odredeni bazisom ovih atoma u
odnosu na izabranu referentnu tacku. Slika 5.2 daje primer izbora bazisa u jedini¢noj celiji
sa 2 tipa atoma.

Slika 5.2: Primer reSetke sa bazisom.

Zanimljiv i vazan primer je struktura sac¢a (honeycomb) koju formiraju, na primer,
atomi grafena. Sace nije reSetka u smislu nase definicije posSto postoje atomi koji imaju dva
razli¢ita tipa okruzenja. Da bi predstavili strukturu sa¢a neophodno je izabrati jedini¢nu
¢eliju sa dva atoma, recimo kao na Slici 5.3. Za primitivne vektore mozemo da izaberemo
a] = aXiay = %afc + @ay. Bazis u odnosu na izabranu referentnu tacku je dat sa
%(al + ag) i %(al + ag).

Slika 5.3: Jedini¢na celija za strukturu saca je prikazana isprekidanom linijom.

U tri dimenzije postoji 14 tipova resetke.® Najjednostavnija refetka u tri dimenzije je
prosta (ili primitivna) kubna reSetka (simple cubic, sc, cubic-P) za €ije primitivne vektore
mozemo da izaberemo a; = aX, ap = ay i a3 = az. Koordinacioni broj je z = 6.
Samo polonijum formira prostu kubnu reSetku posto takva struktura obi¢no nije energijski
povoljna zbog puno praznog prostora izmedu temena kocke.

3Kada se uzmu u obzir resetke sa bazisom, ispostavlja se da kristali mogu da se klasifikuju u ukupno
230 grupa simetrije (videti Ashcroft&Mermin, Ch. 7).
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Slika 5.4: Jedini¢ne ¢elije nekoliko poznatih jedinjenja.

Zapreminski centrirana kubna resetka (body centered cubic, bee, cubic-I) ima tacku i u
sredini kocke. Bcc reSetku formiraju mnogi monoatomski kristali, na primer Ba, Cr, Fe, K,
V, Csitd. Za primitivne vektore moZemo da izaberemo a; = ax, ay = ay, a3 = §(X+y+2)
ilia; = §(y+2—%), a2 = §(2+X~y), a3 = §(Xx+y—2). Koordinacioni broj je z = 8. Cesto
je zgodno predstaviti bee reSetku kao prostu kubnu sa bazisom [0,0,0] i [a/2,a/2,a/2] i
uzeti kocku stranice a za konvencionalnu jedini¢nu éeliju.

Povrsinski centrirana kubna resetka (face centered cubic, fee, cubic-F) pored atoma u
temenima ima atome i na sredini strana kocke. Fcc reSetku formiraju Ag, Al,Au,Cu,Pb
itd. Za primitivne vektore mozemo da izaberemo a; = §(y +2), a2 = §(z +X) i a3 =
%(x+y). Koordinacioni broj je z = 12. FCC resetku mozemo da predstavimo kao prostu
kubnu sa bazisom [0, 0, 0], [a/2,a/2,0],[a/2,0,a/2],[0,a/2,a/2], pri ¢emu je kocka stranice
a konvencionalna jedini¢na celija, sliéno kao kod bcc resetke.

Na Slici 5.4 su prikazani primeri jedini¢nih ¢éelija nekoliko poznatih jedinjenja. U desnoj
koloni su su oznaceni poloZaji atoma u okviru konvencionalne jedini¢ne celije posmatrano
duz z-ose (plan view).

21



5.2 Reciproc¢na resetka i Milerovi indeksi

Pojam recipro¢ne resetke se prirodno pojavljuje u uslovu za difrakciju X-zraka, kao i pri
Furijeovoj (Fourier) reprezentaciji periodi¢nih funkcija, odnosno pri opisivanju talasa u
kristalu.

Reciproéna resetka je odredena skupom vektora K koji ispunjavaju uslov?

KR — 1, (5.2)

Primetimo da talasni vektori K odgovaraju ravnim talasima koji imaju periodi¢nost resetke

posto je e (r+R) — ¢iKr Primitivne vektore reciproéne resetke mozemo da dobijemo iz

sledeéih relacija

as X ag

by = 2r——

ai - (az x a3)
agz X aj

b, = 2r—W—,

aj - (ag X ag)
a; X az

by = 2r—— 2
aj - (ag X ag)

gde a; oznacava primitivne vektore resetke u realnom (direktnom) prostoru. Ekvivalentno,
primitivni vektori recipro¢ne resetke su zadati izrazom

bZ‘ . aj = 27T5Z'j. (5.3)

Polazec¢i od ovih definicija nalazimo da su vektori recipro¢ne resSetke zadati sa K =
mi1b1 4+ moba + msbs, gde m; € Z. Zaista, da bi relacija KR — 1 pila ispunjena za
proizvoljnu tacku reSetke R = nija; + nsag + nsas, iz izraza

eiK-R — ei(mlb1+m2b2+m3b3)-(n1a1+n2a2+n3a3) — e27ri(n1m1+n2m2+n3m3),
nalazimo da m; takode moraju da budu celobrojni.

Jedini¢na ¢elija u recipro¢nom prostoru se naziva Briluenova (Brillouin) zona, a Vigner-
Zajcova jedini¢na éelija recipro¢ne reSetke je prva Briluenova zona. Lako se pokazuje da
reciprotna od recipro¢ne resetke odgovara polaznoj resetki u direktnom prostoru, kao i da
je zapremina primitivne jedini¢ne éelije recipro¢ne redetke jednaka (27)3/Vi.., gde je Vi.c.
zapremina primitivne éelije u direktnom prostoru.

Za prostu kubnu resetku najzgodnije je izabrati primitivne vektore duz ivice kocke,
a; = aX, aa = ay i ag = az, pa su primitivni vektori reciprotne resetke by = %’rf(,
by = ny ibsg = %’ri Ako posmatramo reSetku u dve dimenizije, dovoljno je u ove relacije
staviti ag = z. Recipro¢na od fcc reSetke je bece reSetka. Lako je proveriti da su njeni
primitivni vektori jednaki by = %%(y—i—i—&), by = %%(i—i—i—y) ibg = 47”%()2—1—}7—2),
ili ekvivalentno by = 4{5{, by = %’Ty, by = %”%(}Ac +y + z). Prva Briluenova zona za
fce resetku je zarubljeni oktaedar prikazan na Slici 5.5. DuZina stranice konvencionalne
jedini¢ne celije je 47/a.

Pojmovi koji se takode Cesto koriste su familija kristalnih ravni i Milerovi (Miller)
indeksi. Kristalna ravan, ili ravan reSetke, je ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke
reSetke. (Ona samim tim sadrZi i sve tacke reSetke u toj ravni.) Familija kristalnih ravni je

beskonacan skup jednako udaljenih paralelnih kristalnih ravni koje sadrze sve tacke resetke.

Vrlo ¢esto se vektor reciprotne reSetke oznafava i sa G. Ovde koristimo notaciju kao u
Ashcroft&Mermin knjizi.
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Slika 5.5: Recipro¢na od fcc je bee resetka. Prva Briluenova zona za fce resetku je zarubljeni
oktaedar (koji predstavlja Wigner-Zajcovu jedini¢nu celiju bee resetke). DuZina stranice
konvencionalne Briluenove zone je 47/a. Tacke visoke simetrije imaju standardne oznake
koje zavise od tipa resetke. Tacka u sredini Briluenove zone se uvek oznacava sa I'.

Za svaku familiju kristalnih ravni postoje vektori reciprocne resetke koji su ortogonalni na
ravni, a rastojanje izmedu ravni je jednako d = 27 /|Kpin|, gde je Kmin najkraci od ovih
vektora. Obrnuto, za svaki vektor K recipro¢ne reSetke postoji familija kristalnih ravni
koje su ortogonalne na K, dok je njihovo medusobno rastojanje jednako d = 27 /|Kpin].
Dokaz ovog iskaza nije komplikovan (videti Simon Ch. 13 ili Ashcroft&Mermin Ch. 5).
Ovde ¢emo da pokazemo nekoliko primera, ali pre toga treba da definiSemo notaciju preko
Milerovih indeksa.

Milerovi indeksi (h, k, 1) ili (h k1), sa celobrojnim vrednostima za h, k i [, su koordinate
najkraceg vektora reciprotne reSetke u izabranom pravcu, Kpin = hby + kbg + [bs. Za
primitivne vektore b; indeksi h, k,l nemaju zajednitke delioce. Na Slici 5.6 su prikazani
primeri familije kristalnih ravni za prostu kubnu resetku. Ako u sluc¢aju bee i fec resetke
krenemo od konvencionalne jedini¢ne éelije i vektora a; = aX, as = ay i ag = az, kao
i odgovarujuc¢ih vektora u reciprotnom prostoru by = 2%?(7 by, = 27”37 ibg = in, tada
¢e postojati Milerovi indeksi (h, k,l) bez zajednickih delilaca koji ipak ne da odgovaraju
familiji kristalnih ravni (videti primer za bce reSetku na Slici 5.6).

Familije kristalnih ravni mogu da budu ekvivalentne zbog simetrije. Na primer, za
prostu kubnu resetku pravci (100) i (010) su ekvivalentni. U ovom slu¢aju ima ukupno
3 x 2 = 6 takvih pravaca, koje zajedno oznacavamo sa {100}. Postoji, na primer, 3! x 23 =
48 pravaca ekvivalentnih sa (123).

Zgodan nacin da odredimo Milerove indekse je koristeéi tacke preseka x; kristalne ravni
sa koordinatnim osama posto se ispostavlja da vazi 1/x; : 1/xe : 1/ag = h @ k @ I,
videti Sliku 5.7. Ako su vektori b; ortogonalni, razmak izmedu susrednih ravni odredenih
Milerovim indeksima je jednak

27 _ 27
Kyl /R2[b1[? + k2|ba|2 + 12]b3|2

d(nkt) = (5.4)

Napomenimo jos i konvenciju u oznac¢avanju Milerovih indeksa po kojoj se negativni indeks
oznacavo crtom iznad, na primer (2,—-3,—1) = (2,3, 1).
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(010) family of planes
(not all lattice points included)

(010) family of lattice planes

(020) family of lattice planes

(111) family of lattice planes (110) family of lattice planes

Slika 5.6: Primeri kristalnih ravni i Milerovih indeksa za prostu kubnu i bee resetku. Za
bece resetku polazimo od konvencionalne jedini¢ne éelije. Obratite paznju da je na ovoj slici
y-osa vertikalna. Vidimo da ravni (010) ne ¢ine familiju kristalnih ravni bee resetke posto
tacka (331) nije obuhvadena. Horizontalne ravni su ispravno odredene vektorom (020).
Tada je rastojanje izmedu ravni d = 27 /|Kupin| = 27/|2bs| = 27/[222 9| = a/2.

ALY
it
az
L > T Slika 5.7:  Milerove indekse moZzemo da
odredimo iz tacaka preseka ravni sa ko-
ordinatnim osama koriste¢i relaciju 1/x; :
z 1/zg:1/xz=h:k:Ll
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5.3 Rasejanje X-zraka i neutrona

Rasejanje elektromagnetnog zracenja, ili ¢estica poput neutrona ili elektrona, je najvazniji
metod koji se koristi za odredivanje mikroskopske strukture kristala, kao i biologkih makro-
molekula poput proteina i DNK. U ovom poglavlju é¢emo da izvedemo Laueov (Maz von
Laue) i Bragov uslov za difrakciju (otac i sin W. H. Braggi L. Bragg) i pokaza¢emo nji-
hovu ekvivalenciju. Razmotri¢emo od Cega zavisi intenzitet difrakcionih linija i prikazati
par primera. ViSe primera je detaljno proradeno u knjizi i zbirci Stivena Sajmona.

\
e
%4}
&

>
o
k . k
— bamplez E
incident unscattered

Slika 5.8: Sematski prikaz eksperimenta rasejanja.

Laueov uslov za difrakciju moZzemo da dobijemo polaze¢i od Fermijevog zlatnog pra-
vila,® po kome je verovatnoca rasejanja u jedinici vremena (scattering rate) na potencijalu

U(r) data sa
(K, k) = 2% (U1K (B — Bi). (5.5)

Delta funkcija odgovara elasti¢nom rasejanju, pri ¢emu je |k| = |k’|. Matri¢ni element je
jednak

! 1 !
K|Uk) = /dr e Ty (r ) /dre W =K) Ty (p)
=Vz/dmw—mmWH@
R u.c.

_ ‘ize—i(k’—k)-R/ dx e~ 10 X7 ().
R u.c.

Integraciju po celom prostoru zamenili smo sumom po svim vektorima resetke i integraci-
jom po jedini¢noj ¢eliji. Takode smo iskoristili periodi¢nost potencijala U(R + x) = U(x).
Posto je Y g e®B = N > 6 k,% odnosno Y g e~k ~K)R — N > K -k K, dobijamo da
razlika talasnih vektora upadnog i rasejanog talasa mora bude jednaka vektoru recipro¢ne
resetke,

kK -k =K, (5.6)

Sto predstavlja Laueov uslov difrakcije. Intenzitet rasejanog talasa, I o |Sk|?, je odreden
strukturnim faktorom

S(K):/ dx e B>y (x). (5.7)

5Jednostavno izvodenje je prikazano u D. Broun, Introduction to Solid State Physics, Ch. 23, prateci
R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, Ch. 18

5Dokaz formule je jednostavan. Koristeéi periodi¢ne grani¢ne uslove, za svaki vektor reSetke Ro vazi
da je Y g e™ B = 3 e BFR) — ikRo 5™ kR Dy bi ova jednakost bila ispunjena, mora da bude
e®Ro = 1ili 3 e™® = 0. Dakle, g ™™ je razlicito od nule samo ako je e™®0 = 1, tj. ako je k
vektor recipro¢ne reSetke.
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Slika 5.9: Bragov uslov difrakcije i primer rasejanja na ravnima (210).

Uslov za formiranje difrakcionih maksimima mozemo da dobijemo i posmatrajuci Bragovu
refleksiju na kristalnim ravnima, Slika 5.9. Posto je razlika optickih puteva zraka koji se
reflektuju na susednim ravnima jednaka 2dsin 6, uslov za formiranja maksimuma je

2dsin§ = n, (5.8)

gde je n ceo broj.

Jednostavno je pokazati da su Laueov i Bragov uslov difrakcije ekvivalentni. Poci éemo
od Laueovog uslova (5.6). S obzirom da je |k/| = |k|, ako ozna¢imo ugao izmedu k i k’
sa 260 i posmatramo jednakokraki trougao odreden vektorima k,k’ i K, dobijamo da je
|K| = 2]k|sinf. Pravac vektora recipro¢ne reSetke K odreduje familiju kristalnih ravni.

Ako stavimo |K| = n|Kuyia|, dobijamo da je udaljenost izmedu ravni jednaka d = 2~

|Kmin|
220 Dakle, imamo da je 22 = 2|k|sinf = 22T sin6, ¢ime smo dobili Bragov uslov za

difrakciju 2d sin 8 = nA.

Pogledajmo sada malo pazljivije izraz (5.7) za strukturni faktor. S(K) zavisi od tipa
rasejanja koje posmatramo. Pri rasejanju neutrona mozemo da uzmemo da je interakcija
izmedu neutrona i jezgra kontaktna

U)~ Y Ua(x—Xa) =Y fab(x—Xa) ~ > bad(x — Xq).

Ovde sumiranje ide po svim atomima reSetke. f, se nazina atomski form faktor, a b, je
duzina rasejanja (nuclear scattering length). Strukturni faktor dat izrazom (5.7) je onda

jednak
S(K) ~ Y X, (5.9)

agcu.c.

Ne postoji jednostavna zavisnost b, od atomskog broja. Vrednosti za b, mogu da budu
i pozitivne i negativne i obi¢no ih uzimamo iz eksperimenta, odnosno iz tabela. Potrebni
su nam neutroni de Broljeve talasne duzine A ~ 1 A. Njihova energija je F = p?/2m ~ 80
meV =~ 800K, gde je p = 2wh/A. U modernim eksperimentima (spallation neutron facility)
neutroni se dobijaju spalacijom - deljenjem jezgara koji su gadani protonima velike energije.
X-zrake mozemo standardno da dobijemo iz katodne cevi, dok se zracenje visokog
intenziteta (~ 10'° puta jace nego u katodnim cevima) dobija na sinhrotronu. Talasnoj
duzini A ~ 1 A odgovara energija E ~ 10keV. Rasejanje X-zraka na elektronima odgovara
Tomsonovom (J. J. Thomson) rasejanju. Rasejanje na atomskom jezgru je zanemarljivo
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posto je masa jezgra mnogo veéa od mase elektrona. Potencijal rasejanja je proporcionalan

gustini elektrona
X) ~ Z Ua(x —x4) = Z Zaga(X — Xq).
[0 «

Zq je atomski broj, a g, je kratkodometna funkcija. Strukturni faktor je jednak

Z/ dxeleZagjx Xq) Z ele“fa (5.10)

agcu.c. agu.c.

gde je form faktor jednak fo(K) = [dr KT 7 9a(r), pri ¢emu ovde integracija ide po
celom prostoru (Simon, Excer(nse 14.9). U prvoj aproksimaciji moZemo da zanemarimo
zavisnost od K i stavimo f, = Z,,.

Pogledajmo sada nekoliko primera gde ¢emo se ograniciti na cubic-P, bee i fec resetku.
Polaziéemo od konvencionalne jedini¢ne éelije odredene vektorima a; = aXj, kojima odgo-
varaju vektori recipro¢ne resetke b; = %’rﬁi. Stavicemo K = (hkl) = hby + kbg + (b3 i
Xq = Uq@] + Va8 + Weas, pa imamo da je

S( hkl Z hkl 27ri(hua+kva+lwa)‘ (511)
Jedini¢na éelija cezijum hlorida prikazana je na Slici 5.4. CsCl formira prostu kubnu

reSetku sa bazisom Cs [000] i CI [§§§]. Dobijamo da je S(puy = fos + fore2mih/2+k/2+1/2)
odnosno

aaa
222

ekl
Senky = fos + far (1)

Posto je fcs # fc, difrakcioni maksimim se pojavljuje prilikom rasejanja na proizvoljnoj
familiji ravni (hkl).
U ¢emu bi bila razlika u difrakcionoj slici ako atome Cl zamenimo sa atomima Cs?

Sada posmatramo resetku cezijuma kao cubic-P sa bazisom [000] i [§55], pa je

Sty = fos [1 + (—1)h+k+l] :

Vidimo da difrakcioni maksimum nestaje za neparne vrednosti h + k + [. Povezujuéi sa
kristalnim ravnima, primec¢ujemo da na primer Milerovi indeksi (100) ne definigu familiju
kristalnih ravni bee resetke pa otuda nema difrakcionog maksimuma za (hkl) = (100).
Nestanak difrakcionih maksimuma moZemo da shvatimo i kao posledicu destruktivne in-
terferencije usled novoformiranih ravni atoma Cs. Dakle, selekciono pravilo za bec resetku
glasi da h + k£ 4+ [ mora da bude paran broj. Lako se proverava selekciono pravilo za
fcc reSetku da svi h,k i [ moraju da budu ili parni ili neparni. Na primer, za bakar je
Sty = feull + eim(htk) 4 eim(htl) 4 ei”(kH)L pa vazi navedeno selekciono pravilo.
Veoma Cesto je uzorak ¢iju strukturu odredujemo u obliku polikristala ili pragka. U tom
slucaju postoje kristaliéi sa razli¢ito orijentisanim ravnima i difrakciona slika se dobija bez
posebnog podeSavanja orijentacije uzorka ili talasne duzine X-zraka. Ovo odgovara Debaj-
Sererovom metodu difrakeije, Slika 5.10. Intenzitet difrakcione linije u Debaj-Sererovoj
postavci zavisi od strukturnog faktora, multipliciteta familije kristalnih ravni i geomet-
rijskog (Lorencovog) faktora koji zavisi od aparature. Multiplicitet je jednak broju ekvi-
valentnih familija ravni {hkl}, a lako se pokazuje da je doprinos strukturnom faktoru od
tipa resetke i od bazisa multiplikativan (videti primer za ZnS u Sajmonovoj knjizi), pa je

lattice

T (s(hkl) x M x £(26), (5.12)

basm
‘ S (hkl)

gde M oznacava multiplicitet, a £ Lorencov faktor koji zavisi od ugla rasejanja 26.
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Slika 5.10: Sematski prikaz Debaj—gererove difrakcije na polikristalu i tipican oblik
Lorencovog faktora.

Intensity (%)

o0 ] 2g= w43

* 111

. ALUMINIUM

n=1.540562 A

o A 44.67,

40

a4 200 065.02 78.13 116.36.

] 311

o 220 1 |.x.1331nl/

0 1 82.33 e s 1 n 420

222 9893400
UP . . - .l . : : | -‘ - - n . ‘. : | I?H:;
h2+k2+12: 3 4 8 11 12 16 19 20
Multiplicity: 8 6 12 24 8 6 24 24

peak | angle 20 | d = ;2 [A] | &/d® | 3d%/d* | N | {hkl} | a[A]
a 38.43 2.345 1.0000 | 3.0000 | 3 111 | 4.0538
b 44.67 2.0269 1.3333 | 3.9999 4 200 4.0539
c 65.02 1.4332 2.6667 | 8.0002 8 220 4.0538
d 78.13 1.2223 3.6666 | 10.9999 | 11 311 4.0538
e 82.33 1.1702 4.0000 | 12.0001 | 12 222 4.0538
f 98.93 1.0135 5.3327 | 159980 | 16 | 400 | 4.0541
g 111.83 0.9301 6.3327 | 18.9980 | 19 | 331 | 4.0540
h 116.36 0.9065 6.6657 | 19.9972 | 20 420 4.0541

Slika 5.11: Difrakcioni spektar aluminijuma. N = h? + k?> + 1% i a = dvh2 + k2 + 2.
(primer je preuzet iz [1])

Pogledajmo sada jedan konkretan primer difrakcionog spektra. Na Slici 5.11 je prikazan
difraktogram aluminijuma. Koraci za odredivanje strukture kristala iz difraktograma su
prikazani na tabeli sa slike. Iz talasne duzine i uglova difrakcionih linija najpre racunamo
udaljenost d izmedu kristalnih ravni, pri ¢emo je dovoljno staviti n = 1 u Bragov uslov
difrakcije (5.8) da bi se uracunali svi difrakcioni maksimumi. Pretpostavi¢emo da Al
ima kubnu konvencionalnu jedini¢nu éeliju stranice a, pa iz jednakosi (5.4) nalazimo da
je dwy = a/Vh? 4 k? 412, odnosno a’?/d?> = h? + k> + 12 = N. Sledeéi korak je da
odredimo cele brojeve N koji su u skladu sa eksperimentalnim podacima. U tu svrhu
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najpre rac¢unamo koli¢nike d2/d?, gde d, oznatava rastojanje izmedu ravni kod prvog
difrakcionog maksimuma. U naSem primeru ovaj koli¢nik mnozimo sa 3 da bi dobili cele
brojeve N. Nakon toga moZemo da uradimo identifikaciju Milerovih indeksa {hkl} koji
odgovaraju brojevima N. Posto su svi h,k,l ili parni ili neparni, iz selekcionih pravila
zakljuéujemo da Al formira fcc reSetku. DuZina stranice konvencionalne jedini¢ne éelije je
a=dvh?+k?+12=dVN.

U primeru za aluminijum identifikacija jedini¢ne éelije je bila prili¢no jednostavna. U
slozenijim sluc¢ajevima bi morali da analiziramo intenzitete difrakcionih linija. Na primer,
difrakciona linija {311} je zbog multipliciteta M = 24 priblizno 3 puta intenzivnija od
{222} ¢&ji je multiplicitet M = 8. Difrakciona linija {111}, M = 8, ima dodatno uveéan
intenzitet u odnosu na {200}, M = 6, zbog Lorencovog faktora £(26).
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6. Zonska teorija

Zonska teorija (band theory) objasnjava transportna, termodinamicka i opticka svojstva
kristalnih jedinjenja. U okviru zonske teorije, koriste¢i moderne numericke metode, mozemo
Cesto i kvantitativno da predvidimo fizicka svojstva materijala znajuéi samo hemijske ele-
mente od kojih su oni sastavljeni. U ovom odeljku éemo da izloZzimo glavne iskaze zonske
teorije i ilustrova¢emo ih na vise primera.

6.1 Blohova teorema

Blohova teorema (Feliz Bloch, 1928) predstavlja fundamentalni rezultat primene kvantne
mehanike na ¢estice u periodi¢nom potencijalu i pruza osnovu za razumevanje transporta
elektrona u kristalima. Dac¢emo najpre iskaz Blohove teoreme.

Posmatramo neinteragujuce elektrone u efektivnom periodi¢nom potencijalu U(r) =
U(r + R). Redenja Sredingerove jednacine

h2
(-5 7 + U0 60) = vt (6.1)
su talasne funkcije oblika ‘
Vi (r) = X T (r), (6.2)

gde je n zonski indeks, a un,k(r) je periodi¢na funkcija
unk(r + R) = unk(r).

Funkcija 9,,(r) se naziva Blohova talasna funkcija.! Ekvivalentan iskaz Blohove teoreme
je da svojstvene funkcije elektrona u periodi¢nom potencijalu ispunjavaju relaciju

wnk(r + R) = eik.ank(r)' (63)

Prikazac¢emo dokaz Blohove teoreme na dva nacina.

(i) Posto je sistem translaciono invarijantan, operatori translacije T i Hamiltonijan
H = —%VQ + U(r) komutiraju, [H,Tg| = 0. Iz opstih principa simetrije sledi da opera-
tori koji komutiraju imaju zajednic¢ke svojstvene vektore. Naredni korak je da odredimo
svojstvene vektore operatora translacije Ty, gde R oznacava proizvoljan vektor resetke.

Krenuéemo od definicije operatora translacije? Tr1(r) = ¥(r + R) i oznali¢emo
svojstvene vrednosti sa Ag, Tr¥(r) = Agt¥(r). Posto je Tr,Tr, = Twr,+r,, nalazimo
da je Ar; Ary = Ary+r,- P0Sto je ¢(r) normirana talasna funkcija, Ag mora da bude oblika
Ar = R Fazu ¢g zapisacemo u obliku k - R, pa je A\g = e’®*R. Dakle, dobili smo da je

Trtp(r) = 1h(r + R) = e Rop(r),

'Ponekad se termin Blohova talasna funkcija odnosi na w,x(r)
U literaturi se polazi i od definicije Tr|r) = |r + R). Tada je (r|Tx = (r — R| posto je Tot = T3 ', pa
u koordinatnoj reprezentaciji dobijamo da vazi (r|Twr|¢) = (r — R|¢) = ¥(r — R).
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pa su svojstvene funkcije operatora translacije, a time i svojstvene funkcije Hamiltonijana,
oblika (6.3) Sto je upravo iskaz Blohove teoreme.

(ii) Dokazacemo sada Blohovu teoremu koristeéi zapis Sredingerove jednagine u
k-prostoru. Polazimo od opsteg razvoja talasne funkcije po bazisu ravnih talasa

P(r) = ae™T (6.4)
k

i iskoristi¢emo razvoj periodi¢ne funkcije po Furijeovim komponentama?

Ur) =) Uxe™, (6.5)

K
1 ,
Uk = V/ dr U(r)e KT, (6.6)

Kada uvrstimo ove izraze u Sredingerovu jednacinu (6.1) dobija se

h? - . ,
2m Z kK oe’™ ™ + Z Z Uk o' &TE)T = ¢ Z cre™”,
m
k kK K k

odnosno, nakon smene promenljivih k — k — K u sredisnjem ¢lanu,

. h2
ik-r 2 _
Ek e (2mk) — 6) Cck + KE Ukcek—x | =0.

Jednakost vazi za svako r pa je Sredingerova jednacina (6.1) ekvivalentna jednadini u
recipro¢nom prostoru

h2
<mk2 — 6) Cck + Z Ukcex-x =0. (67)
K

MozZemo da uvedemo jos jednu smenu promenljivih k — k — K, tako da k bude vektor iz
prve Briluenove zone, pa prethodna jednacina dobija sledeéi oblik
h? 9
<2,rn(k - K) - 8) Ck—K + Z Uk —kek—' = 0. (6.8)
K/
Dobili smo jednacine koje povezuju samo one komponente talasnog vektora v (r) ¢&iji
se vektori k razlikuju ta¢no za vektore recipro¢ne resetke. Ukupan Hilbertov prostor zbog
toga dobija blok-dijagonalan oblik. Pojedinac¢ni blok je odreden sa k i vektorima koji se od

njega razlikuju za vektore recipro¢ne resetke. Dakle, za zadati talasni vektor k, svojstevnu
funkciju mozemo da prikazemo na sledeéi nacin

wk(r) _ ZCk—Kei(k—K)r _ eik~r ZCk—Ke—iK-r‘ (6.9)
K K

Posto je e R = 1 talasna funkcija v (r) zadovoljava Blohovu relaciju (6.3), ¢1(r +R) =
e Ry (r), ¢ime je teorema dokazana.

3Sa izrazom za Furijeov transform smo se ve¢ susreli pri razmatranju Fermijevog zlatnog pravila. In-
verzni Furijeov transform (6.6) dobijamo iz (6.5) kada iskoristimo da je [ _dre™ ™ =0 za svako K # 0.
Ovu relaciju moZemo da pokaZemo na sledeéi nacin: posto je e’¥* peridi¢na funkcija sa periodom reSetke,
za proizvoljan vektor d nalazimo da je [ _dr e™r = [ dr KO ha e (™9 —1) [, dr e = 0.

iK-d

Posto je e — 1 =0 za svako d samo ako je K = 0, potvrdili smo navedeni iskaz.
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Koje vrednosti uzima talasni vektor k iz Blohove teoreme? Posto je ¢y ik/(r) =
YK ck+K/_Kei(k+K/*K)'r = >k cx_xe'® KT yektori k i k + K/ odgovaraju istoj
svojstvenoj funkeiji ¥y (r). Dakle, dovoljno je uzeti k samo iz jedne primitivne celije,
tj. iz jedne Briluenove zone.

Koliko razli¢itih vrednosti moZe da uzme vektor k, odnosno koliko imamo razli¢itih
stanja u Briluenovoj zoni? Odgovor na ovo pitanje dolazi iz periodi¢nih grani¢nih uslova.
Posmatramo sistem koji se sastoji od N = Nj Ny N3 jedini¢nih celija odredenih primitivnim
vektorima aj,agz,as. Kada primenimo periodi¢ne grani¢ne uslove ¥ (r + N;a;) = ¥(r) na
Blohovu talasnu funkciju (6.3), dobijamo 1, (r+N;a;) = e!Nik@ig 1 (r), pa je eNikai = 1.
Izrazi¢emo k preko primitivnih vektora reciprotne resetke kao k = x1b; + xobs + x3bs,
gde je b; -a; = 2md;;. Dobija se e?™Niwi — 1 pa x;N; = m,; mora da bude ceo broj. Dakle,
talasne vektore k moZzemo da prikaZemo u obliku

m;
k= —b;. 6.10
Posto je dovoljno uzeti k iz jedne Briluenove zone, mozemo da uzmemo x; = m;/N; iz
intervala [0, 1), gde m; uzima vrednosti 0,1, 2, ..., N;—1. Talasni vektor k dakle uzima N =

N1 N3 N3 vrednosti iz Briluenove zone. Zapremina u reciprotnom prostoru koja odgovara

: : 2m)3 2m)3
JednokaeAk:%-(%x% :%(Vu.z, :(V) .

U termodinamic¢kom limesu k uzima kontinualne vrednost iz Briluenove zone, ali zonski
indeks n je diskretan. Ulogu zonskog indeksa m moZemo da shvatimo na sledeéi nacin.
Zamenom talasne funkcije (6.2) u Sredingerovu jednacinu (6.1) dobijamo

h2
[Qm(—iv +k)? + U(r)] Upk(T) = Enktink(T), (6.11)

uz grani¢ni uslov u,k(r + R) = u,k(r). Ova jednacina opisuje dinamiku ¢estice u potenci-
jalnoj jami. Svojstvene talasne funkcije u, stoga imaju diskretan energijski spektar koji
prebrojavamo indeksom n, a k moZemo da smatramo za parametar u jednacini (6.11). Sve
ovo ¢e da bude mnogo jasnije iz primera u narednima odeljcima ovog poglavlja knjige.

Napomenimo jo§ da hik ne odgovara impulsu elektrona p (za razliku od slucaja slo-
bodnog elektronskog gasa). Posto Hamiltonijan nema punu translacionu invarijantnost,
svojstvena stanja Hamiltonijana nisu istovremeno i svojstvena stanja impulsa. Delova-
njem operatora p = —ihV na Blohovu talasnu funkciju ¢,k dobija se

—ihV Y = hkpi — ihe™ TV,

pa Yk nije svojstveno stanje operatora impulsa p. Ipak, ik se moze smatrati kao uopstenje
pojma impulsa i naziva se kristalni impuls. Kristalni impuls je definisan do na vektor
reciproéne resetke K. Vektori hk i h(k + K) oznacavaju isti kristalni impuls. Brzinu
elektrona u kristalu moZemo da definiSemo u okviru semiklasi¢ne aproksimacije $to je
tema Poglavlja 7.

Blohova teorema objasnjava dugacak srednji slobodni put elektrona u metalima. Blo-
hove svojstvene talasne funkcije su delokalizovane i prostiru se duZ celog sistema. Ako
bi sistem bio idealno periodi¢an i ako ne bi bilo ekscitacija poput fonona, provodnost u
metalu bi bila beskonac¢na, suprotno intuiciji baziranoj na klasi¢noj fizici. Kona¢an otpor
u metalima je posledica postojanja necistoca i defekata reSetke, kao i vibracija jona. Do-
prinos elektron-elektron interakcije otporu ¢esto mozemo da zanemarimo. (Ovaj doprinos
postaje vazan u tzv. jako korelisanim sistemima.)

4Prisetimo se da je kristalni impuls o¢uvan pri difrakciji X-zraka. Blohovu teoremu mozemo da shvatimo
kao posledicu toga da je matri¢ni element rasejanja (k'|U(r)|k) nenulti samo ako k i k' odgovaraju istom
kristalnom impulsu.
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6.2 Elektroni u slabom periodi¢cnom potencijalu

U ovom odeljku éemo da izvedemo veoma znacajan rezultat koji nam objasnjava kako
nastaje procep u energijskom spektru.

Najpre ¢emo da prikaZzemo talasne funkcije i energijski spektar za U(r) = 0, tj. za
slobodne elektrone, ali koriste¢i notaciju iz Blohove teoreme. Svojstvene funkcije moZzemo
da prikaZzemo na sledeéi nacin

1 . 1 . . .
_ _ _ i(k—K)r __ tker —iKor _ ik
nk(r) = r) =1Yr_k(r) =—=e =—=e""¢ =e T uk(r). 6.12
gde je uk(r) = \%Ve_iK'r periodi¢na funkcija, a zonski indeks n je odreden vektorom

recipro¢ne reSetke K. Svojstvena energija je jednaka 521( = Eﬂ_K = %(k — K)2. Ovim
smo prikazali talasne funkcije u redukovanoj zoni (reduced zone scheme), gde talasni vektor
k uzima vrednosti samo iz prve Briluenove zone (videti Sliku 6.1 za prikaz Briluenovih
zona). Ako k ne ograni¢imo na prvu Briluenovu zonu, onda imamo prikaz u proSirenoj
zoni (extended zone scheme), emu odgovara talasna funkcija ¢y (r) = ﬁe"k'r i disperziona
relacija 5& = %k? Redukovanu i prosirenu Briluenovu zonu moZemo ravnopravno da
koristimo posto na oba nacina obuhvatamo sve Blohove talasne funkcije.

Kako se menja disperziona relacija e,k u prisustvu slabog periodi¢nog potencijala?
Odgovor mozemo da dobijemo koristeéi teoriju perturbacije. Ovde nam je jednostavnija
notacija ako koristimo proSirene zone. Razlikujemo dva slucaja.

(a) | — el | > |Uk| za svako K iz reciprotne resetke. U ovom slu¢aju mozemo da

primenimo teoriju perturbacije nedegenerisanog nivoa aﬁ = ;—ka. U drugom redu teorije

perturbacije dobijamo

U 2
ek =cp+Uk—o+ Y % (6.13)

KK£0 'k~ kK

gde je Ux=o = (k|U|k) = o= [, drU(r) i Uk = (k|U|k - K) = = [ drU(r)e ",
Clan Ug—o daje konstantan pomeraj u energiji pa mozemo da stavimo Ug—o = 0. Dakle,
dobili smo promenu u energiji koja je drugog reda po periodi¢nom potencijalu U (r).

(b) Postoji vektor K takav da je |e) — &) k| < |Uk|. U ovom sluéaju moramo da
primenimo teoriju perturbacije degenerisanog novoa. Posmatra¢emo jednodimenzioni sis-
tem da bi uprostili notaciju. Degenirasani nivo se javlja kada postoji vektor recipro¢ne
reSetke takav da je Eﬁ = Eﬂ_K, §to se u jednoj dimenziji deSava za k = +nw/a, gde je
n =1,2,3,..., tj. za vektore na granici Briluenove zone.® Svojstvene vrednosti energije
dobijamo resavanjem Sredingerove jednacine (6.7) u odgovarajuéem potprostoru

(M W) (2) (B 4 ) ()=

Na granici Briluenove zone, odnosno za k = nr/a i K = 2nm/a, dobijamo

elr — ¢ U2nx Cnx
Ul  ur— T 0. (6.14)

5Podsetimo se, prva Briluenova zona je skup tadaka u reciproénom prostoru kojima je K = 0 najbliza
tacka resetke. Drugu Briluenovu zonu definiSemo kao skup tacaka kojima je tactka K = 0 druga najbliza
tatka recipro¢ne reSetke. U jednoj dimenziji drugu Briluenovu zonu &ni skup tacaka (—2m/a, —7/a) i
(m/a,2m/a). Treéu Briluenovu zonu &ine tacke iz intervala (—3w/a, —27/a) i (27/a, 37 /a) itd.
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Slika 6.1: Disperziona relacija u modelu slabe veze prikazana u proSirenoj i redukovanoj
Briluenovoj zoni. Na granici Briluenovih zona se otvara energijski procep 2|Uspr/ql-

Dakle, energija na samoj granici Briluenove zone je jednaka
et = el £ |Usznx|. (6.15)
Za k blizu granice Briluenove zone se dobija

1
et =2

1
2(52 +e% )+ 5\/(52 — &) )2+ 4|Uk|%

Uveséemo oznaku k = nrw/a + 6 1 k' = —nn/a + 0, gde je [0| < m/a. Dobija se €] nx
= (h?/2m)[(n7/a)? £ 2n7d /a + §2], pa je

a +6
12 2 h2 2 2
et = _— (@> 102 £/ =Ts) + Uk,
2m a 2m a
odnosno 2 F252 2
= @)2i 22 1i7(ﬂ)2i 1
c 2m ( a Uk + 2m m\a/ |Uk|] (6.16)
Blizu granice Briluenove zone disperziona relacija ima oblik parabole (videti Sliku 6.1)
+ W
= C 0 6.17
€ ++ 2m*+ ) ( )
o,
I 1
€ C P 0%, (6.18)
gde cu Cy konstante, a m? oznacava efektivnu masu elektrona koja jednaka
m
my = . (6.19)
R (nm\2 1
‘1 + 5 () m‘

Ovde smo iskoristili da je 1 — (A%2/m)(n7/a)?/|Uk| < 0 za slab periodiéni potencijal.
Kako izgleda talasna funkcija za k na granici Briluenove zone?

Primera radi,
posmatra¢emo potencijal U(z) = U cos(2rx/a) za U > 0. U ovom slu¢aju je Uk
L[ daU(z)e 57 = 1

= §ﬁ (5K,27r/a + 5K,727r/a)7 odnosno U27r/a = U72Tr/a

1U. Zak=r/a
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Slika 6.2: Talasna funkcija za k na granici Briluenove zone. v¢_(z) daje najveéu gustinu
elektrona oko minimuma potencijala V (z), dok je za ¥4 (x) najveca gustina u maksimumu

od V(x).

i k' =k — K = —m/a svojstveni vektori (c;/q, C_r/q) iz jednacine (6.14) su (1,1) i (1, —1).
Dakle, svojstvene talasne funkcije su [¢1) ~ |k) £ |k), odnosno
Vp(z) ~ €a4ela? x COSE,
a
X

Y_(z) ~ €a¥—e"a® o sin—.
a

Talasna funkcija viSe (niZe) energije odgovara raspodeli gustine naelektrisanja pretezno oko
maksimuma (minimuma) U (x).

6.3 Zonska struktura u aproksimaciji jake veze

Aproksimacija jake veze (tight binding approzimation) pruza komplementaran nacin da
razumemo zonsku strukturu. U aproksimaciji jake veze polazimo od talasnih funkcija u
izolovanim atomima. Pri formiranju reSetke dolazi do preklapanja elektronskih orbitala
i delokalizacije valentnih elektrona, dok su talasne funkcije unutrasnjih orbitala gotovo
nepromenjene (Slika 6.3).

G) b) V

extended states

[\ I Ny G Sy /—\
w W\dﬁ H

Slika 6.3: Energijski nivoi unutrasnjih elektrona su u kristalu prakti¢no nepromenjeni.
Valentni elektroni su odredeni Blohovim talasnim funkcijama koje su delokalizovane po
celom sistemu.
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6.3.1 Jedna orbitala po jedini¢noj éeliji

Posmatramo najpre pojednostavljen model u jednoj dimenziji sa jednom valentnom
orbitalom. Hamiltonijan je dat sa

2
H:K+ZUJZ%+ZU(1~—RJ-), (6.20)
J J

gde sumiramo po svim tackama reSetke. Ograni¢i¢emo se na Hilbertov prostor odreden
vektorima |7), odnosno orbitalama izolovanih atomima. Ovaj model moZzemo da shvatimo
kao generalizaciju modela kovalentne veze koji sada primenjujemo na lanac atoma.
a
 —

LXXXX

2 B 4

Slika 6.4: Lanac atoma u jednoj dimenziji. U aproksimaciji jake veze svojstvene funkcije
trazimo u Hilbertovom prostoru atomskih orbitala.

Potrazimo matri¢ne elemente Hamiltonijana (n|H|m). Posto je
Hlm) = (K + Up)lm) + Y _ Ujlm) = eolm) + > Uj|m),
j#m i#m
gde je g9 energija atomske orbitale, dobijamo

(n|H|m) = €06m + Y _ (n|Uj|m).
i#m

Radi je jednostavnosti, uzeli smo da su orbitale ortogonalne, (n|m) = 0y . Tadode,
uze¢emo da je doprinos drugog sabirka nenulti samo ako jen = m ili n = m=+1. Staviéemo

Uy, n=m
Z (n|Ujlm) =¢ —t, n=m=1 (6.21)
J#m 0

Matri¢ni element ¢ se naziva hoping parametar (parametar preskoka, transfer integral),

sli¢cno kao kod molekulske kovalentne veze. Zbog malog preklapanja talasnih funkcija na

udaljenijim atomima, obi¢no je dovoljno uracunati samo hoping izmedu najblizih suseda.
Hamiltonijan u bra-ket notaciji ima sledeéi oblik

H = Zsolm)(m\ —t Z |m)(n|, (6.22)
m (m,n)

odnosno

H =" eolm)(m| =t 3 (m)(m — 1] + [m)(m + 1]).

(m,n) oznatava sumiranje po najblizim susedima, a stavili smo da je Uy = 0. Hamiltonijan
(6.22) je jedno-orbitalni model jake veze u jednoj dimenziji (single-orbital tight binding
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E-g,

Slika 6.5: Disperziona relacija za jednodimenzioni lanac u aproksimaciji jake veze.

model).® ReSenje ¢emo da potrazimo u obliku”

f Z etkna|p), (6.23)

Zamenom u (6.22) dobija se

HIk) = \/INZ€0|W><W| 3 eiknap)

- \/lﬁtz (|m><m — 11 ey + [ + 1] Zei’mﬂm)
_ \/1N S colm)etnes,, , — \/%tz (1) 10+ )61 )

= \/1N ;€O‘m>eikma _ Vlﬁt; <‘m>eik(mfl)a + |m>eik(m+1)a>
- \/1N Z eFmam) (eg — 2t cos(ka)) = (e — 2t cos(ka))|k) = e|k).

Dobili smo traZene svojstvene vrednosti Hamiltonijana, odnosno disperzionu relaciju
e(k) = eo — 2t cos(ka) (6.24)

koja je prikazana na Slici 6.5. Po Blohovoj teoremi dovoljno je da talasni vektor k uzima
vrednosti iz prve Briluenove zone.

Sirina zone odgovara opsegu dozvoljenih energija. U ovom slu¢aju, dozvoljene su
energije iz intervala (g9 — 2t,e9 + 2t), pa je Sirina zone 4t. Na granici Briluenove zone
disperziona relacija ima oblik parabole, pa sli¢cno kao u primeru sa slabim periodi¢nim po-
tencijalom, moZzemo da definiSemo efektiviu masu. Za |k| < 7/a dobijamo & = gq + tk%a?,
pa je efektivna masa jednaka m* = h?/(2ta?).

5U zapisu druge kvantizacije Hamiltonijan je dat sa H = &g > chem —t Z cfncn

"Lako mozemo da se uverimo da navedeni anzac zadovoljava Blohovu teoremu U koordinatnoj
reprezentaciji (r[n) = pn(r) = @o(r — Ru) = po(r — na), pa je (rlk) = vu(r) = - 3, e*" 0 (r — na) =
ei’"ﬁ S, e FrT D g0 (1 — na) = e* u (1), gde je ui(r) periodiéna funkcija.
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6.3.2 Dva atoma u jedini¢noj éeliji

Veoma ilustrativan je i primer jednodimenzionog lanca sa jedini¢nom ¢elijom koja sadrzi
dva tipa atoma A i B, sa energijom orbirale ¢ 4, odnosno €g. Staviéemo da je amplituda
prelaza izmedu najblizih suseda jednaka t, a konstanta resetke, odnosno duzina jedini¢ne
¢elije jednaka a. Oznaci¢emo jedini¢ne celije brojevima 1,2,..., N. Kao i obi¢no, uzimamo
periodi¢ne grani¢ne uslove. Hamiltonijan, u bra-ket notaciji ima oblik

H = Y (calm, A)(m, A| + egm, B)(m, B|)

m

— Y (Im, A)(m, B| + |m, A)(m—1, B| + h.c.). (6.25)

Hermitska konjugacija oznacava sabirak |m, B)(m, A| + |m—1, B)(m, A|. Da bismo dija-
gonalizovali Hamiltonijan, izrazi¢emo lokalne orbitale preko Furijeovog transforma®

1 .
m,A) = — e~ thma A
) = e S
1 .
m,B) = — e~thma . BY.
By = e ek

Zamenom u (6.25) i nakon Sto iskoristimo jednakost %Zm e~ i(k=k)ma _ Ok (videti
fusnotu na strani 25), Hamiltonijan poprima blok-dijagonalni oblik

B £ —t(1 + e~ tha) (k, A
H_Zk:( |k, A) |k,B) ) < _t(lfeika) . ) ( kB > (6.26)

Svojstvene vrednosti u potprostoru odredenom vektorim |k, A) i |k, B) su jednake

1
ex(h) =5 (sA tep+/(ea—ep)2 + 882(1 + cos k:a)) .

Talasni vektor k uzima vrednosti iz prve Briluenove zone, k € (—m/a,m/a). Gornja
i donja energijska zona su razdvojeni procepom |e4 — epl, Slika 6.6. Na granicama
energijskih zona disperziona relacija (k) ima oblik parabole, tako da mozemo da definisemo
efektivnu masu sli¢no kao u primeru sa jednom orbitalom u jedini¢noj Celiji. Za €4 = €p,
konstanta resetke postaje jednaka a/2, a disperziona relacija postaje ¢ = g — 2t cos(ka/2),
ke (—2m/a,2m/a).

6.4 Primeri aproksimacije jake veze
Prikazaé¢emo disperzione relacije na nekoliko primera u 3 dimenzije. Najjednostavnije je
uopStenje primera iz odeljka 6.3.1 na 3 dimenizije. Ako pretpostavimo da su atomske

orbitale ortogonalne i da imamo hoping samo izmedu najblizih suseda, dobija se

e(k) = eo — 2t(cos(kza) + cos(kya) + cos(k.a)).

8Ekvivalentno, moZzemo da krenemo od talasne funkcije, odnosno anzaca (ansatz) |i(k)) =

LS e*ma(calm, A) + cg|m, B)) po kome trazimo reienje Sredingerove jednacine H|i(k)) = |1 (k)).

V2N
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Slika 6.6: Disperziona relacija za jednodimenzioni lanac sa dva atoma u jedini¢noj celiji.

Ako dozvolimo i hoping ' izmedu drugih najblizih suseda dobijamo

e(k) = eg— 2t(cos(kga) + cos(kya) + cos(k;a))
4t' (cos(kza) cos(kya) + cos(kya) cos(k.a) + cos(k.a) cos(kgza)).

Ova disperziona relacija je prikazana na gornjem panelu Slike 6.7 za t' = 0.2t.
Kada ima viSe valentnih elektrona dobi¢emo komplikovaniju zonsku strukuru. Blohove
talasne funkciju u aproksimacije jake veze trazimo u obliku

IRTEE
R;

gde je n zonski indeks. Ovaj pristup je poznat i pod nazivom linearna kombinacija
atomskih orbitala (LCAQO). Za valentne p elektrone imamo 3 orbitale pa bi disperzionu
relaciju dobili dijagonalizacijom 3 x 3 matrice. U primeru zonske strukture p elektrona na
Slici 6.7 urac¢unali smo hoping izmedu prvih i drugih suseda kao na Slici 6.8 (za detalje
proratuna i simetrijsku analizu videti M. Sigrist, Solid State Theory, Ch. 1).

s-orbitals / \ /
€k \\ /
\ /
k \//
5 ®s |, r X R r M
£ e o o
R '\T’F (00k)  (kkm) (kkk) (kk0)
ke I
Z s X|- |*\ My
€L /
p-orbitals [l_:\/
: My
Xl':'
r X R r M

Slika 6.7: Disperzione relacije na prostoj kubnoj reSetki za s i p orbitale prikazane duz
pravca I'=X — R — I' — M u prvoj Briluenovoj zoni. Duz pravaca visoke simetrije energijski
nivoi su degenerisani.
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Slika 6.8: Kuplovanje p-orbitala na prvim i drugim najblizim susedima. Na donjem panelu
nema hopinga iz simetrijskih razloga. Na Slici 6.7 smo stavili vrednosti ¢’ = 0.2t za s-
orbitalu, odnosno ¢ = 0.2t, t = 0.1¢t, ' = 0.05¢, ¢ = 0.15t za p-orbitale.

no coupling

6.5 Gustina elektronskih stanja

Razlicite fizicke veli¢ine moZemo da prikazemo preko gustine elektronskih stanja.
Posmatrajmo opservablu A datu slede¢im izrazom

= 5> A0 = > [ G0 = [ deate)ace)

nko

gde smo pretpostavili da je A,(k) = A(e,(k )), a faktor 2 je zbog sumiranja po spinu.
Na primer, gustina elektrona je jednaka n = 23 f e k f(en(k)), a gustina energije
je B)V =23 [ 4 @) A e (k) f(en(k)), gde f oznacava Ferml Dirakovu raspodelu. Sada
vidimo da je gustma stanJa data relacijom

ICEDY [ rette = et (6.27)

gn(€)de odgovara broju stanja po jedinici zapremine u intervalu energija (e, e + de) u n-toj
zoni.

Gustinu stanja mozemo da izrazimo i preko povrSinskog integrala u k-prostoru na
sledeéi na¢in. Polazimo od izraza

n(e)ds = | » 95 k().

gde se integrali po povrsi konstantne energije Sy, (g). Posto je € + de = ¢ + | Ve, (k)|0k(k),
odnosno 6k(k) = de/|Ven(k)|, dobijamo da je

ds 1
gnle) = / _— 0.28
)= )i, 0 178 [Ven @) (6.28)

Kao primer, izracunaé¢emo gustinu stanja za model jake veze sa jednom orbitalom i
disperzionom relacijom € = —2t cos(ka). Dobija se

2 1 1 2 1

=2——= ~ ra ’
g(E) o7 ‘% Wta‘ Sin(ka)| mTa (2t)2 — g2
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Slika 6.9: Gustina stanja u modelu jake veze u d dimenizija. Ovde je epax = 4dt.

Jedan faktor 2 u pocetnom izrazu je od sumiranja po spinu, a drugi odgovara dvema
tactkama +k. Primecujemo da gustina stanja divergira za € — +2t¢.

U opstem slucaju se ocCekuje stepena divergencija gustine stanja u jednoj
dimenziji, logaritamska divergencija In(le — eg|) ili diskontinuitet u dve dimenzije i
neanaliti¢nost (kink) u trodimenzionom sluc¢aju. Neanaliti¢nosti u gustini stanja se nazi-
vaju Van Hove (L. Van Hove) singulariteti. Gustina stanja u modelu jake veze je prikazana
na Slici 6.9.

6.6 Primeri zonske strukture

Saznanja koja smo stekli proucavanjem modelnih Hamiltonijana nam omogucéavaju da
da razumemo kada su kristalna jedninjenja metali, odnosno izolatori. Posto su energije
unutradnjih elektrona daleko ispod Fermijevog nivoa, dovoljno je posmatrati valentne elek-
trone i njihove disperzione relacije.

Polazimo od jednog primera. Na Slici 6.10 je prikazana zonska struktura® jedinjenja
SiC &iji atomi formiraju fec refetku sa bazisom Si (0,0,0) i C (4, 1, 3). U silicijum karbidu
valentni elektroni poti¢u od 2s22p? elektrona ugljenika i 3s23p? elektrona silicijuma. Dakle,
imamo ukupno 8 valentnih elektrona u primitivnoj jedini¢noj ¢eliji. Ovih 8 elektrona
popunjava 4 zone ispod Fermijevog novoa, u rasponu energija od -20 eV do nule. Energijski
procep je g4 = 3 eV. SiC je izolator, odnosno poluprovodnik, posto je potrebna energija
€ > g4 da bi ekscitovali sistem. U terminologiji vezanoj za poluprovodnike!® nepopunjena

9Zonsku strukturu (3pageti dijagrame) mozemo najéesée vrlo uspesno da izratunamo numericki koristeéi
teoriju funkcionala gustine, videti Poglavlje 8.

P1y0latori sa g S 4 €V se obi¢no nazivaju poluprovodnici posto na sobnoj temperaturi dolazi do male,
ali merljive termalne ekscitacije elektrona u nepopunjenu provodnu zonu.
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Silicon Carbide = FCC with a 2-atom basis
Si @ [0,0,0] andC @ [}, Y%, %]
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Slika 6.10: Zonska struktura silicijum karbida.

zona se naziva provodna zona (conduction band), dok se popunjena zona naziva valentna
zona (valence band). Primecujemo da duz pravaca visoke simetrije postoji degeneracija
energijskih nivoa.

Videli smo da je paran broj elektrona u primitivnoj ¢eliji doveo do formiranja izola-
tora. To medutim nije nuzno posto je moguée preklapanje energijskih zona, koje onda ne
bi bile potpuno popunjene iako je ukupan broj valentnih elektrona po primitivnoj éeliji
paran (Slika 6.11). Podsetimo se da u aproksimaciji jake veze poloZzaj zone zavisi od
energije atomske orbitale €,,, dok je Sirina zone proporcionalna hopingu ¢. U aproksimaciji
skoro slobodnih elektrona energijski procep na granici Briluenove zone je proporcionalan
periodi¢nom potencijalu |Uk|.

Ako je broj elektrona u primitivnoj ¢eliji neparan ili ako nije celobrojan (usled dopiranja
ili u nestehiometrijskom jedinjenju), sistem je metalan.!! U metalnim sistemima je dovoljna
infinitezimalna energija za ekscitaciju elektrona i nastanak usmerenog kretanja, odnosno
elektri¢ne struje.

N\

0 us 0
a

k—

Energy
Encrgy

o

s

e —

Slika 6.11: Sematski prikaz zonske strukture. Metalna faza moze da postoji i u slu¢aju
parnog broja elektrona u primitivnoj ¢eliji ako postoji preklapanje energijskih zona (slika
u sredini).

HPpoiedini materijali su izolatori iako imaju samo jedan valentan elektron, odnosno iako je orbitala
polupopunjena. U ovim sistemima, koje nazivamo Motovi (Newvill Mott) izolatori, dolazi do lokalizacije
elektrona usled jake elektron-elektron interakcije, Ue—e > t, koja sprecava dvostruku popunjenost orbitala.
Cuven primer Motovih izolatora su visokotemperaturni superprovodnici - kuprati.
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2d analogue

2d analogue

2d analogue

Slika 6.12: Fermijeva povrs natrijuma, litijuma i bakra. U desnoj koloni je Sematski prikaz
analogne Fermijeve povrsi u dve dimenizije. (preuzeto iz [1])

Pogleda¢emo sada nekoliko primera monovalentnih i dvovalentnih metala. Na Slici
6.12 su prikazane Fermijeve povrsi za Na, Li i Cu. Linijama je oznaCena granica prve
Briluenove zone. Na i Li formiraju bcc resetku, a Cu formira fcc reSetku. Fermijeva povrs
Na je priblizno sfernog oblika §to znaci da valentni 3s' elektroni oseé¢aju slab periodi¢ni
potencijal. U Sematskom primeru u dve dimenzije bi imali kruznicu za Fermijevu povrs.
Valentni 2s' elektroni litijuma se nalaze u nesto jaéem periodi¢nom potencijalu §to dovodi
do deformacije Fermijeve sfere. Kao sto smo videli u modelnom Hamiltonijanu slabe veze,
energija svojstvenih stanja blizu granice prve Briluenove zone se smanjuje u odnosu na
neinteragujuéi sluc¢aj. PosSto je energija duz Fermijeve povrsi konstantna, ona ée se de-
formisati tako Sto ¢e da se prosiri u blizini granice zone. Istovremeno, u tackama dalje od
granice Briluenove zone Fermijeva povrs mora da se skupi poSto je ukupna popunjenost
zone fiksirana na jedan elektron po jedini¢noj celiji.

U jakom periodi¢nom potencijalu Fermijeva povrs doseze do granice Briluenove zone,
kao Sto se deSava u bakru. Obratite paznju da Fermijeva povrs ostaje kontinualna posto je
periodi¢na u k-prostoru. Fermijeva povrs je ortogonalna na granicu Briluenove zone. Na
Slici 6.13 su prikazane disperzione relacije koje poti¢u od valentnih 3d'% i 4s' elektrona
bakra. U intervalu energija od —4 do —2 eV dolazi do jakog meSanja (hibridizacije) s i d
orbitala. Izvan ovog intervala energija disperziona relacija je zapravo veoma sli¢na kao za
slobodne elektrone poSto ima priblizno oblik parabole sa potetkom u I' tacki, a cak je i
efektivna masa pribliZzno jednaka masi slobodnih elektrona.
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Slika 6.13: Zonska struktura bakra i gustina elektronskih stanja. (preuzeto iz [4])

Na Slici 6.14 je prikazana Fermijeva povrs dvovalentnog jedinjenja Sematski u dve di-
menzije, kao i za realan primer kalcijuma. U neinteragujuéem slu¢aju u dve dimezije
Fermijeva povrs ima oblik kruznice u prikazu proSirene zone. U periodi¢nom potencijalu
dolazi do deformacije Fermijeve povrsi posto se stanjima na granici prve Briluenove zone
snizava energija, dok se svojstvenim stanjima iz druge Briluenove zone energija povecava.
U jakom periodiénom potencijalu ne bi bilo preklapanja zona i elektroni bi popunili donju
zonu dok bi zona sa viSom energijom ostala prazna, pa bi dobili izolator. 4s? elektroni
kalcijuma ose¢aju umeren periodi¢ni potencijal, tako da su energijske zone delimi¢no
popunjene. Fermijeva povrs kalcijuma potice od dve zone i prikazana je u donjem delu Slike

6.14. Strelice ukazuju na analogiju sa dvodimenzionim elektronima u slabom periodi¢nom
potencijalu .

A
No perio.dic with weak periodic weak potential 97d hand
Potential potential Lowest Band
Divalent= (in 1%t BZ)

Enough electrons
To fill 1% zone - Analogues

with strong periodic
potential — 1% BZ exactly
filled (insulator)

Calcium FCC
1+ band (Divalent) 2™ band

Slika 6.14: Fermijeva povr$ kalcijuma se formira od dve energijske zone, po analogiji sa
Sematskim primerom u dve dimenzije. (preuzeto iz [1])
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6.7 Opticka svojstva izolatora i metala

Zonska struktura odreduje glavna opticka svojstva kristalnih jedinjenja, kao $to su refleksija
i apsorpcija svetlosti, pa time objasnjava zasto materijali imaju razli¢ite boje.

Izolatori ne mogu da apsorbuju foton koji ima energiju manju od zonskog procepa
€4, koji predstavlja razliku energija izmedu najviSeg popunjenog i najniZeg nepopunjenog
energijskog novoa. Na primer, energijski procep u dijamantu je 5.5 eV, pa je dijamant
transparentan za sve fotone iz vidljivog dela spektra i zbog toga je bele boje. Energijski
procep stakla za prozore je u ultraljubi¢astom delu spektra. (Ovo moZe da nam bude
veoma znacajno poSto dovodi do apsorpcije ultraljubic¢astih zraka i sprecava da izgorimo
ako smo izloZeni suncu kroz staklo.) Energijski procep Cesto uzima vrednost iz vidljivog
dela spektra $to dovodi do razli¢itog intenziteta apsorpcije za razne talasne duzine. Na
primer, HgS je tamno crvene boje jer se fotoni veé¢ih energija apsorbuju. AssS4 je svetlo
crven, dok je sumpor Zute boje poSto apsorbuju razli¢ite nijanse plave svetlosti, videti Sliku
6.15. Spomenimo jos da boja moze vrlo efikasno da se promeni dopiranjem. Na primer,
dodavanjem svega jednog milionitog dela atoma B ili N, dobija se dijamant plave, odnosno
zute boje. Ovo je posledica apsorpcije fotona usled prelaza elektrona izmedu energijskog
nivoa necistoé¢e koji je unutar procepa i valentne, odnosno provodne zone.

Razlikujemo direktni i indirektni energijski procep. Direktni zonski procep (direct band
gap) je energijski procep za fiksirani talasni vektor k, dok indirektni procep (indirect band
gap) odgovara minimalnoj razlici energija popunjenog i praznog stanja za razli¢ite vrednosti
k (Slika 6.16). Da bi doslo do ekscitacije elektrona, odnosno prelaza iz valentne u provodnu
zonu, moraju da budu ispunjeni zakoni odrzanja impulsa i energije. PoSto je energija fotona
(energija procepa) reda eV, talasni vektor fotona je veoma mali (mnogo manji od 7/a) pa
su moguéi samo vertikalni elektronski prelazi, tj. prelazi kod kojih se prakti¢éno ne menja

Cinnabar (Hg$) Realgar (As,S,) Sulfur
Gap:Z.O eV Gap=2.4eV Gap=2.6eV
SFEBSBBEBBE2E8BREES S nanometers

3 x oT & =

| & 8| F =

2 T || = % Transition
1.7eV 2.0ev 2.4eV 2.6eV energy

Slika 6.15: Energijski procep odreduje granicu iznad koje se fotoni apsorbuju, sto odreduje
boju kristala. Talasne duZzine i energije fotona iz vidljivog dela spektra su oznacene na
donjem panelu slike.

45



Energy (eV)
3.1 155 1.0 0.77

Conduction Band

Energy

Optical Absorption (cm)~!
—
=)
w

Valence Band

0.2 0.6 1.0 1.4 1.8

wavevector k Wavelength (microns)

Slika 6.16: Sematski prikaz zonske strukture poluprovodnika sa ozna¢enim direktnim i indi-
rektnim energijskim procepom. Apsorpcioni koeficijent (na logaritamskoj skali) u funkeciji
talasne duzine (energije) za GaAs, Ge i Si. (preuzeto iz [1])

vrednost kristalnog impulsa k. Ipak, prelazi za Ak # 0 su mogudi, u slu¢aju prisustva
nedistoca ili uz pomo¢ vibracija resetke (fonona). Verovatnocéa ovakvih prelaza je znatno
manja nego kod prelaza prac¢enih samo apsorpcijom fotona.

Sada mozemo da objasnimo apsorpcioni spektar razli¢itih poluprovodnika prikazan na
Slici 6.16. Najniza energija prelaza u GaAs odgovara direktnom zonskom procepu od 1.44
eV, pa na ovoj energiji vidimo nagli veliki skok u koeficijentu apsorpcije. Ge ima direktni
procep od 0.8 €V i indirektni od 0.66 eV (Slika 6.17), pa je postoji apsorpcija i u intervalu
energija od 0.66 do 0.8 eV iako znatno manjeg intenziteta. Si ima indirektni procep od
1.14 eV i direktne procepe od 3.5 1 4.3 eV §to dovodi do postepenog povecanja apsorpcije
za energije preko 1.14 eV.

Zonska teorija takode omogucava da objasnimo detalje refleksionog spektra u
metalima. U Poglavlju 2 smo videli da Drudeov model predvida gotovo idealnu refleksiju
svetlosti za frekvence manje od plazmene frekvenece w,. Koeficijent refleksije za alumini-
jum koji je prikazan na Slici 2.2 se prili¢no dobro slaze sa predvidanjem Drudeove teorije.
Ipak, koeficijent refleksije je za desetak procenata manji od idealnog, a pored toga ima
izraZen i lokalni minimum (dip) na oko 1.5 eV. Aluminijum ima elektronsku konfiguraciju
[Ne]3s23p! sa tri valentna elektrona i formira fcc refetku. Zonska struktura je prikazana

germanium
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Slika 6.17: Zonska struktura za GaAs, Ge i Si. (preuzeto iz [4])
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Slika 6.18: Zonska struktura aluminijuma. Refleksioni spektar za Al je prikazan na
Slici 2.2. (preuzeto iz [4])

na Slici 6.18. Primec¢ujemo postojanje priblizno paralelnih zona u okolini tacaka W i K sa
razlikom u energijama od priblizno 1.5 eV. Ovakva zonska struktura dovodi do pojatane
apsorpcije infracrvene svetlosti energije 1.5 eV i do lokalnog minimuma u refleksiji. Na
veéim energijama dolazi do postepenog povec¢anja apsorpcije (smanjivanja refleksije), sve
dok se ne javi naglo smanjenje refleksije usled transparentnosti metala za w > wp.

Refleksioni spektar bakra (Slika 6.19) znacajnije odstupa od Drudeovog rezultata.
Bakar ima elektronsku konfiguraciju [Ar]|3d!%4s! sa 11 valentnih elektrona. Zonsku struk-
turu smo veé prikazali na Slici 6.13. Elektronski prelazi izmedu d elektronske zone i
Fermijevog nivoa dovode do pojac¢ane apsorpcije fotona, odnosno do smanjene refleksije za

energije veée od 2 eV, Sto odgovara plavom delu spektra i $to dovodi do crvenkaste boje
bakra.

1.0 T—' T T T T T T
ﬁ 0.8 copper
4s band &
e 0.6
optical E
transitions = 04
Ep pof—-—fp------- [~
0.2
3d band 0.0 i PN I NP PR NP S |
> 0 2 4 6 8 10 12 14
Density of states Energy (eV)

Slika 6.19: Koeficijent refleksije bakra. (preuzeto iz [4])
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6.8 Eksperimentalno odredivanje zonske strukture

Slike zonske strukture koje smo do sada prikazali dobijene su numeric¢ki, DF'T metodom
(density functional theory, teorija funkcionala gustine). DFT metod, koji ¢emo ukratko
da predstavimo u Poglavlju 9, predstavlja veoma efikasan na¢in da se numericki izrac¢una
zonska struktura. Kada jedini¢na ¢elija sadrzi mali broj atoma, proracun moze da se uradi i
na personalnom racunaru za svega par minuta, koristeé¢i neki od raspolozivih DFT kodova.
U najveéem broju slu¢ajeva DFT daje disperzione relacije sa dosta visokom taénogéu.?

Eksperimentalno odredivanje zonske strukture je prilicno zahtevno. Ako nas intere-
suje samo oblik Fermijeve povrsi, najbolji na¢in za njeno odredivanje je koristeéi de Has-
van Alfenove (de Haas-van Alphen) oscilacije magnetizacije u spoljasnjem magnetnog
polju. Semiklasi¢na dinamika elektrona koja dovodi do de Has-van Alfenovih oscilacija
je tema narednog poglavlja. Ovde ¢emo ukratko da se osvrnemo na ARPES metod (angle
resolved photoemission spectroscopy, ugaono razloZena fotoemisiona spektroskopija), koji
omogucava da se dobije cela zonska struktura popunjenih elektronskih stanja.

U ARPES-u je povrsina uzorka izloZena zrafenju fotona iz ultraljubicastog dela spektra
koji dovodi do fotoelektri¢nog efekta, odnosno do ekscitacije elektrona iz popunjene zone
i napusStanja kristala, kao Sto je Sematski prikazano na Slici 6.20. Detektor meri kineticku
energiju elektrona iz koje se onda dobija impuls. Kineti¢ka energija, Ey;, = hv — ¢ — E,
je jednaka energiji upadnog fotona umanjenoj za izlazni rad povrsine (work function) i za
energiju veze EFg = u — ex. U ovom procesu je paralelna komponenta impulsa izlaznog
elektrona k| jednaka paralelnoj komponenti kristalnog impulsa, dok se normalna kompo-
nenta k| menja zbog postojanja granice uzorka. Impuls fotona je mnogo manji od 7/a i
moZemo da ga zanemarimo u zakonu odrzanja. ARPES je posebno pogodan za odredivanje
elektronskog spektra kvazi-dvodimenzionih materijala, a za postizanje potrebne rezolucije
se obi¢no koristi sinhrotronski izvor zracenja.

Electron
- e/ analyzer

Slika 6.20: Sematski prikaz postavke ARPES eksperimenta.

2DFT metod loSe opisuje elektronsku strukturu tzv. jako korelisanih materijala, poput (dopiranih)
Motovih izolatora. DFT se u tom sluc¢aju kombinuje sa DMFT metodom (dynamical mean field theory,
dinamicka teorija srednjeg polja), §to je znatno komplikovanije i zahteva ozbiljnije ratunarske resurse.
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Slika 6.21: ARPES spektri i Fermijeva povr§ za SraRuQOy4. (Preuzeto iz A. Damascelli,
Physica Scripta T109, 61-74, 2004)

Prikaza¢emo sada dva primera rezultata ARPES merenja. Na Slici 6.21 su prikazani
ARPES spektri za SroRuO4 duz paravaca I' =M i M — X kao i Fermijeva povrs rekonstru-
isana iz ARPES spektara, odnosno dobijena iz DFT prora¢una. Na Slici 6.22 su prikazani
spektri za 2H-NbSes u Sirem intervalu energije u pravecu I'—K i zonska struktura dobijena
iz DFT prorac¢una.

._j‘ JTTHTHT]
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Binding Energy (eV)

Slika 6.22: (a) ARPES spektri za 2H-NbSeg, iz njih dobijena zonska struktura duz pravca

I'-K (b) i rezultat iz numeric¢kih prora¢una (c). (Preuzeto iz A. Damascelli, Physica
Scripta T109, 61-74, 2004)
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7. Semiklasi¢na dinamika elektrona

Transport elektrona u kristalu ¢esto moze uspesno da se opiSe semiklasi¢nim jednacinama.
Ove jednacine podsec¢aju na klasi¢ne jednacine kretanja Cestice pod dejstvom Lorencove
sile, ali uz jednu znacajnu razliku i pojednostavljenje: uticaj periodi¢nog potencijala resetke
je uracunat kroz disperzionu relaciju i definiciju brzine Blohovog elektrona, pa se zbog toga
eksplicitno ne pojavljuje u jednac¢inama kretanja.

7.1 Brzina Blohovog elektrona

Semiklasi¢nu brzinu elektrona definiSemo kao grupnu brzinu talasnog paketa Blohovih ta-
lasa

1
Vpk = ﬁvkgnka (7.1)

gde je m zonski indeks. Ova definicija je potpuno analogna definiciji grupne brzine
elektromagnetnog talasa, vi = Viwi = 0w(k)/0k.

Do izraza za brzinu Blohovog elektrona mozemo da dodemo na sledeé¢i na¢in. Posma-
tramo evoluciju talasnog paketa sastavljenog od Blohovih funkcija

r k t ng 'lpn k/ )ei%gnk/t7

gde je 10 (r) = X Tuye(r). Pretpostavljamo da je talasni paket centriran na k, tako
da su koeficijenti gk (k) nenulti za k' = k + ¢k, |0k| < 27/a. Koristeéi razvoj, e, =

enk + (K — k) - Vikenk, dobija se

\I’n (I‘, k, t) _ Z gk(k/)eik’.runk/ (r)e—%[Snk+(k’_k)~Vk€nk]t
k/
_ zk r—+ snkt Z z(k’—k)~(r—%vksnkt)
= gk u k’

2 eik'r_%anktF(I‘ - ﬁvkenkt).

Dakle, fazna brzina talasa je e,x/hk, dok se obvojnica funkcije F', odnosno front talasnog
paketa, pomera grupnom brzinom dr/dt = v,x = %Vksnk koja predstavlja brzinu Blo-
hovog elektrona. Napomenimo jo§ da do istog izraza za brzinu mozemo da dodemo
polazeéi od definicije operatora brizne v = dr/dt = %[r,H] = p/m = —ihV/m Za,
srednju vrednost operatora brzine dobijamo (v) = (¢, (r)|— %V!l/}nk(r» = } Ve (videti
Ashcroft&Mermin, Appendix E).

7.2 Jednacdine semiklasi¢cne dinamike

Slika 7.1 ilustruje glavne uslove za vazenje semiklasi¢ne aproksimacije. Posto je po relaciji
neodredenosti AxAk, 2 1, da bi kristalni impuls bio dobro definisan, odnosno da bi |AK]|
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Slika 7.1: Hijerarhija duzinskih skala u semiklasi¢noj aproksimaciji.

bilo mnogo manje od 27 /a, potrebno je da Sirina talasnog paketa |Ar| bude mnogo veca
od a/2mw. Takode je neophodno da su elektri¢no i magnetno polje priblizno konstantni
unutar granice talasnog paketa, pa talasna duzina A\ spoljasnjeg elektromagnetnog polja
mora da bude mnogo vecéa od Sirine Blohovog talasnog paketa. Dakle, potrebno je da
bude ispunjeno A > |Ar| > a. Pored ovih uslova, da bi vazile jednacine semiklasi¢ne
dinamike potrebno je da elektri¢no i magnetno polje budu dovoljno mali da ne bi dolazilo
do prelaza izmedu energijskih zona, Sto je u praksi najéesce ispunjeno (videti za vise detalja
Ashcroft&Mermin, Ch. 12).

Semiklasi¢na dinamika je, uzimajuéi u obzir navedene pretpostavke, odredena slede¢im
iskazima:

e Zonski indeks n je o¢uvan, tj. zanemarujemo prelaze izmedu zona.

e Jednadine kretanja su date sal

dr 1 0e,(k)
a =T (72
h‘c%‘ — _eB(n,1) — evn(K) x B(r, £). (7.3)

e Talasni vektor k uzima vrednosti is prve Briluenove zone posto vektori k i k+ K
odgovaraju istom svojstvenom stanju.
e Broj popunjenih stanja u deli¢u zapremine dk u recipro¢nom prostoru je jednak

dk dk/47r3
f(gn(k))—3 = o (7.4)
47 enllo)—p
e BT 41

gde je f Fermi-Dirakova raspodela, a sumiranje po spinu je ura¢unato.

Sva informacija o periodi¢nom potencijalu na reSetki ulazi u jednacine kretanja implicitno,
kroz disperzionu relaciju e, (k).

'Do jednacine kretanja (7.3) mozemo da dodemo polazeéi iz zakona odrzanja energije. U potencijalu
¢(r) ukupna energija elektrona je Eior = en(k(t)) — e@(r(t)). Vremenski izvod mora da bude jednak nuli,
0= tor = Penll dk oy, dr —y (k). (hd — eVg). Odavde sledi da je % = eVp = —eE. Ovom
izrazu mozemo da dodamo Lorencovu silu koja je ortogonalna na v, (k).
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Gustina struje je data izrazom

2—62/4 3/ (en :_62/4 3/ (e fliaegl({k)‘ (75)

Kao §to otekujemo, popunjeno zona ne prenosi struju posto je j = —e [ %%&g}({k) =0.2

Zbog toga je dovoljno posmatrati samo delimi¢no popunjene zone koje se nalaze u intervalu
energija od nekoliko kT od Fermijeve energije.

Kao §to smo ve¢ napomenuli u Poglavlju 6.2, kristalni impuls ik nije jednak fizickom
impulsu Blohovog elektrona. dp/dt odgovara ukupnoj sili, dok hdk/dt odgovara spoljagnjoj
sili bez periodi¢nog potencijala resetke koji je ve¢ ura¢unat kroz disperzionu relaciju &, (k).

7.3 Primer: Blohove oscilacije

Periodi¢ni potencijal dovodi do veoma neobi¢nog efekta oscilatornog kretanja u konstant-
nom spoljasnjem elektri¢nom polju. Da bi primetili ovaj efekat neophodno je da se ostvari
izuzetna Cistoca sistema posto i veoma malo rasejanje narusava Blohove oscilacije.

Primera radi posmatra¢emo jednodimenzioni sistem sa disperzionom relacijom kao u
modelu jake veze, (k) = —2cos(ka), gde smo stavili da je hoping parametar t = 1. Iz
jednacine kretanja hdk/dt = —eE dobijamo da je k = —%eEt, gde smo stavili £(0) = 0.
Onda je

de  10e(k) 1_ . 2a eFa
_— = = — 72 —_ — -
= h ok . asin(ka) - sm< - t>,
pa je
(1) = 2 cos [ £ (7.6)
a(t) = —pcos | ——t ). :

Dobili smo da elektron osciluje iako je spoljasnje polje konstantno. Na Slici 7.2 vidimo da
brzina Blohovog elektrona menja znak na granici Briluenove zone.

Blohove oscilacije nisu uotene na kristalima jer je za njihovu realizaciju neophodna
izuzetna Cistoca sistema da bi se iskljucili svi potencijalni izvori rasejanja. Ipak, Blohove
oscilacije su primeéene na poluprovodni¢kim superresetkama, kao i na atomima u peri-
odi¢nom potencijalu optickih resetki (Slika 7.2).

E(k) 05
Kk @ol ° i
K i 0.5 )
2 A 0 1 2
-tla ., . n/a time

Slika 7.2: Disperziona relacija i brzina elektrona (slika levo). Blohove oscilacije izmerene
na cezijumovim atomima u potencijalu opticke resetke. (Phys. Rev. Lett. 76, 4508 (1996))

U jednoj dimenziji bi imali j = f:/r;a dk 1de — %s(k)[/:/a = L(e(X) —e(—%)) = 0. Ako je kristal
simetri¢an u odnosu na inverziju, e(—k) = (k) pa je Vike(k) = —Vie(—k) i odmah se vidi da iskaz vazi i

u tri dimenzije. Opsti dokaz u tri dimezije je prikazan u Ashcroft&Mermin, Appendix I.
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7.4 Elektroni i Supljine

Koncept Supljine je veoma koristan pri opisivanju transportnih procesa. Gustinu struje u
zadatoj zoni moZemo da izrazimo kao

. dk dk dk
] = —6/ Rf(gk)Vk = —e RVI{ + 6/ m(l — f(Ek))Vk
dk

= 6/471_3(1 —f(Ek))Vk, (77)

gde smo iskoristili da je struja popunjene zone jednaka nuli. Na T" = 0 bi imali

dk dk
j = —6/ —Vk = e/ —— Vk. 78
occupied 43 empty 43 ( )

Dakle, izraz za struju unutar date zone mozemo da prikazemo preko popunjenih ili preko
praznih stanja. Praznim stanjima odgovaraju pozitivno naelektrisane ¢estice koje nazivamo
Supljine.

Zmataj koncepta Supljina postaje jasan ako posmatramo procese u skoro popunjenoj
zoni. Disperziona relacija u okolini minimuma energijske zone ima oblik

1 0% K2

e(k) = e(ko) + §W(k — ko) = e(ko) + e

(k — ko)?, (7.9)

-1
gde smo pretpostavili da je efektivna masa skalar, m? = h? (g—;é) , tj. da ne zavisi od

pravca u k-prostoru.? Brzina Blohovog elektrona je

1 0e h

Medutim, ako je energijska zona skoro popunjena, energija elektrona se smanjuje udalja-
vanjem od vrha zone smeStene u k = kg. U ovom slucaju efektivna masa elektrona m}
je negativna, %g—,ig = T}:LLQ; < 0, Sto je kontraintuitivno. Stoga je zgodno dinamiku ovih
elektrona opisati pomocu Supljina. Efektivhu masu Supljine definiSemo sa mj; = —m}

:.
Energija Supljine koja je jednaka negativnoj energiji elektrona,

hQ
2my,

€h01e(k) = —€(k) = —8(1{0) -+ (k — kU)Q, (7.10)

raste sa udaljavanjem od vrha zone, videti Sliku 7.3.

Sada mozemo da definiSemo kristalni impuls i brzinu Supljine. Ako je zona potpuno
popunjena ukupan impuls je jednak nuli. Ako uklonimo jedan elektron (ubacimo Supljinu)
impulsa k, onda je ukupan impuls svih elektrona jednak —k. To znac¢i da je krilstalni
impuls Supljine u svojstvenom stanju k jednak k;, = —k. Brzina Supljine u stanju k je
jednaka

1 Ogy, 1 Oe,
——-Zh_Z =v,. 7.11
hoky  hoke ‘ ( )
Brzina je karakteristika Blohovog svojstvenog stanja (orbitale) i jednaka je za Supljinu i
elektron. Supljina se kreée u istom smeru kao nedostajajuéi elektron.

Vh

U opstem slucaju tenzor efektivne mase definiSemo sa mj; = h°(9e®/0k;0k;)™".
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Slika 7.3: Sematski prikaz ekscitacije elektrona i kreiranja upljine u poluprovodniku.
Energija Supljine se povecava premestanjem u stanja koja su udaljenija od vrha zone.

Uporedi¢emo jednaline kretanja za elektron i Supljinu u aproksimaciji efektivne mase.
Jednacina kretanja elektrona je data sa

dk. LAv miv
hdt —mea——e(E+va)— s (7.12)

U jednacini kretanja smo dodali Drudeov fenomenoloski ¢lan koji opisuje disipaciju, odnosno
rasejanje elektrona. Ekvivalentna jednacina kretanja za sSupljine je

dky, Ladv miv
het = mpy o = e(BE+v x B) - ==, (7.13)
gde smo iskoristili mj = —my, gn = —qe = €, ve = v, i ke = k.

Jednacine kretanja za Supljine i elektrone su ekvivalentne. Unutar jedne zone moZzemo
da odaberemo najzgodniju formulaciju za opis transporta. Prirodan izbor je da iskoristimo
formulaciju u kojoj je efektivna masa pozitivna, sto u slu¢aju skoro popunjene zone odgo-
vara opisu transporta pomocu Supljina. Za slabo popunjenu zonu prirodan opis transporta
je u terminima elektrona. Jednadine kretanja (7.12)-(7.13) nam daju objasnjenje zasto je
Holov koeficijent za pojedine materijale pozitivan: Holov koeficijent je pozitivan ako su
nosioci transporta pretezno Supljine, tj. ako je Fermijeva povrs pretezno Supljinskog tipa.

7.5 Semiklasi¢ne jednacine kretanja i ciklotronska frekvenca

Posmatracemo sada kretanje elektrona u uniformnom magnetnom polju. Dinamika elek-
trona u magnetnom polju je posebno znacajna jer moze da se iskoristi za eksperimantalno
odredivanje Fermijeve povrsi, kao §to éemo da vidimo u narednom odeljku.
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Jednacine semiklasi¢ne dinamike u magnetnom polju su date sledeé¢im izrazima

dr 1
— = = — 14
di Vi hvké‘k, (7 )
dk
hE =(—e)vk x B= —%Vkak x B. (7.15)
Iz jednacina kretanja dobijamo da je energija elektrona konstanta,
dex dk e
&k _ e . B) =
dt Vké‘k dt h2 ngk (Vké‘k X ) 0,

kao i projekcija talasnog vektora na pravac magnetnog polja koje smo usmerili duz z-ose,

dk e
-—=——=B-(vik xB) =0.
7 2B (Vi x B)
Dakle, trajektorije elektrona leZze u ravnima normalnim na magnetno polje i prate konture
konstantne energije (Slika 7.4). Obi¢no nas interesuju zatvorene trajektorije. Period kre-
tanja po ovim trajektorijama (orbitama) nazivamo ciklotronski period. MoZe se pokazati

(Ashcroft&Mermin, Chapter 12) da je ciklotronski period jednak

h% 0A(e, k)
eB  0e
gde je A povrsina koju zahvata orbita u k-prostoru za zadate ¢ i k,. Ciklotronska frekvenca

je data sa w. = 27 /T, a ciklotronsku masu definiSemo po analogiji sa relacijom koja vazi
za slobodne elektrone, w. = eB/m},

T(e,ky) = (7.16)

. 22814(5, k.)
¢ 2 e

Vidimo da je ciklotronska frekvenca odredena povrsima konstantne energije koje nalazimo
iz zonske strukture.

m . (7.17)

Ciklotronsku frekvencu mozemo direktno da izmerimo u eksperimentu. Potrebno je
primeniti jako magneno polje tako da ciklotronsko kretanje elektrona dode u rezonancu sa
primenjenim mikrotalasnim zra¢enjem, $to primec¢ujemo po pojacanoj apsorpciji mikrota-
lasa. Sirina apsorpcione linije je obrnuto proporcionalna vremenu rasejanja elektrona, pa
je neophodno da uzorak bude veoma ¢ist i da merenje bude na niskoj temperaturi.

k.. B

Slika 7.4: Ciklotronsko kretanje u ravni normalnoj na spoljasnje magnetno polje duz linija
konstantne energije.
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7.6 Oscilatorni efekti u homogenom magntnom polju

Razlicite fizicke veli¢ine osciluju u jakom magnetnom polju sa periodom koji je obrnuto
proporcionalan jacini polja. Objasnjenje ove pojave nalazimo kada ciklotronsko kretanje
elektrona tretiramo kvantno mehanicki.

7.6.1 Landauovi nivoi za slobodne elektrone

Posmatramo najpre slobodne elektrone u spoljasnjem magnetnom polju. Hamiltonijan je
dat sa

1(p+eA)2. (7.18)

H=—
m

Magnetno polje B = V x A smo usmerili duz z-ose i koristi¢emo Landauovu kalibraciju

A = Bxy.
Resenje Sredingerove jednacine

ot 1 D Lon
[_2?77,81'2 + % <—’Lhay + €B.%'> - 277”0622] ¢(I‘) - 6¢(I‘), (7'19)

trazimo u obliku

W(a,y, 2) = Crthgy (). (7.20)
Dobija se
n? | 02 eB \?
“om [8:32 - (k?y + h55> — k2| ¢, (2) = edp, (2),
odnosno
n T 2 /
o 022 + §mwc(kyl + )% p, () = €', (2),
de je ¢/ = _ 12k —eB i1 = ./ Dakl 1 funkcii .. talas duz
gde je e’ = ¢ — 5.2, we = %7 il =4/ 5. Dakle, talasna funkcija opisuje ravni talas duz
y-ose i harmonijsko kretanje duz x-ose koje je centrirano u xg = —k:yl2. Energijski spektar

je dat sa &’ = (n+ 3)hw,, odnosno

1 h2k?
= — | hw, Z, 21
5 <n+ 2) + o (7.21)

Svojstvena stanja, odnosno svojstvene energije, kvantovanog ciklotronskog kretanja nazi-
vamo Landauovi nivoi. Napominjemo da izbor talasnih funkcija Landauovih nivoa nije
jednoznacan, dok su svojstvene vrednosti naravno uvek date izrazom (7.21).

Kolika je degeneracija Landauovih nivoa? Iz periodi¢nih grani¢nih uslova duZ y-ose
nalazimo da je razmak izmedu k, jednaka Ak, = 2m/L,. Degeneracija nivoa je jed-
naka L,/Ax, gde je Ax rastojanje izmedu svojstvenih stanja duZ z-ose. Posto su talasne
funkcije duz x-ose lokalizovane oko zg = —kylZ, nalazimo da je Az = Akylz. Degeneracija
Landauovog nivoa je dakle jednaka

L, L, L.L, e 10}
= _ = = _BL.L. = —— 7.22
p Az %—“lQ ot R TV gy ( )
y eB

gde je ¢ = BL,Ly, a ¢9 = h/e oznacava kvant magnetnog fluksa.

o6



Slika 7.5: Gustina stanja slobodnog elektronskog gasa u magnetnom polju. Isprekidana
linija oznacava gustinu stanja bez prisustva magnetnog polja. (preuzeto iz |7])

Kvantizacija i pojava degeneracije u spektru dovodi do oscilacija u gustini stanja elek-
trona u magnetnom polju. Gustina stanja slobodnog elektronskog gasa u spoljasnjem

magnetnom polju,
1
9&) =52 > Y de—enk)),
o n k.

je prikazana na Slici 7.5.

Kvantizacija energije dovodi do kvantizacije semiklasi¢nih orbita. Razlika energije dve
susedne ciklotronske orbite (za isto k) je 0 = huw,.. lzraz za stepen degeneracije mozemo
da dobijemo koriste¢i jednac¢inu (7.17), po kojoj je povrsina izmedu dve orbite u k-prostoru
jednaka

2mm
5A(€7kz) == ?65 (723)
Dobija se da je degeneracija orbite jednaka
_ 0A(e,k;) Ly L,2mm _ LyLy27eB ¢
oo T emz R YT 2m)2 b o

Laly

sto se poklapa sa izrazom (7.22).

7.6.2 Landauovi nivoi u periodi¢nom potencijalu

U realnim metalima je Fermijeva povr§ komplikovanija. Formiranje Landauovih nivoa
mozemo jednostavno da dobijemo ako je primenljiva aproksimacija efektivne mase. U tom
sluc¢aju je ciklotronska frekvenca jednaka w. = eB/m} (ili eB/mj za Supljine), a razmak
izmedu energijskih novoa je Ae = hw, = heB/m}, pa dobijamo isti rezultat za degeneraciju
kao za slobodne elektrone. Do trazemog rezultata moZemo da dodemo u opstijem slucaju
ako podemo od Bor-Zomerfeldovog uslova za kvantizaciju kretanja po zatvorenoj orbiti,
$p-dr = (n+7)h, i iskoristimo semiklasi¢ne jednacine kretanja (videti Kittel Ch. 9 ili
Sigrist Ch. 4). Dobija se da je povrsina orbite u k-prostoru kvantovana i data sa

_ 2reB
- h

Ap (n+7), (7.24)

gde je n prirodan broj, ay < 1 je konstanta. Ovaj izraz se naziva Onzagerova (L. Onsager)
formula.
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7.6.3 de Has - van Alfenov efekat i odredivanje Fermijeve povrsi

Oscilatorne pojave u metalima nastaju kao posledica oscilacija gustine stanja na Fermi
nivou. Gustina stanja je najveéa kada se kvantizovane ciklotronske orbite (koje formiraju
tzv. Landauove tube) poklope sa ekstremalnom orbitom na Fermijevoj povrsi za zadat
pravac polja. U ovom sluc¢aju imamo veliki broj elektronskih stanja u uskom intervalu
energija na Fermijevoj povrsi, videti Sliku 7.6.

Po Onzagerovoj formuli Landauova tuba prolazi kroz ekstremalnu orbitu ako je zado-

voljen uslov
2reB,

h
gde je Aextr povrSina ekstremalnog poprecénog preseka Fermijeve povrsi u zadatom pravcu.
Sa povecanjem magnetnog polja, uslov je ponovo zadovoljen za

(n + "Y) = Aextra

2weBn+1
h

Dakle, postoji oscilatorna promena u gustini stanja na Fermijevom nivou, $to dovodi do

(n -1 + ’y) = Aextr-

oscilatornih pojava u razli¢itim fizickim veli¢inama. Iz prethodnih izraza nalazimo da

oscilacije imaju period L%mﬁ u funkeiji 1/B,
1 1 1 2me 1
=5 =A <B) = (7.25)
n n+1 extr

Ilustracija mogucih ekstremalnih orbita je prikazana na Slici 7.6.

Formiranje Landauovih nivoa ima za posledicu oscilacije u razli¢itim fizickim veli¢inama,
S§to je od posebnog znacaja jer nam omogucava da odredimo Fermijevu povrs metala. Os-
cilacije u magnetizaciji su prvi uo¢ili de Has i van Alfen (de Haas-van Alphen) 1930. godine
na kristalu bizmuta mereéi na temperaturi 14.2 K i u magnetnom polju ~ 1 T. Zanimljivo je
da je neposredno pre toga Landau predvideo takve oscilacije, ali nije otekivao da moze da se
ostvari dovoljno uniformno magnetno polje da bi ovaj fenomen bio vidljiv u eksperimentu.

2 K
k 4 )
|| ’ \
" / \
E H=1-1- 111 band botton
)(/ n’k" / v 7
A '
A i
A
A extremal v ! band {
,/} areas [ , Pand top
_____ -1/ \ ! ]
——————— AN ’ \
A / \
i \ \\ i( h
N\ ’ 1
extremal ¥ ‘ W ! \
area —— Fermi Lt-F=F=FFF-f-F-|-) band botton
~t- surface ' K
\\ ’/

Slika 7.6: Sematski prikaz koncentri¢nih Landauovih tuba u sistemu sa priblizno sfer-
nom Fermijevom povrsi (panel levo). Popretni presek Landauovih tuba i Fermijeve povrsi
sa oznaCenim ekstremalnim orbitama koje odgovaraju granicama energijskih zona (panel
desno). (preuzeto iz [7])
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Slika 7.7: Ilustracija ciklotronskih orbita za plemenite metale (zlato, srebro, bakar). Ako
je orbita otvorena, poput orbite c na slici levo, onda ne postoje kvantne oscilacije. Na
slici desno su prikazane de Has-van Alfenove oscilacije na srebru kada se menja magnetno
polje usmereno duz pravca (1,1, 1). Postoje dva perioda u oscilacijama, kratak i dugacak,
usled postojanja dve ekstremalne orbite na Fermijevom nivou duz ovog pravca, ¢iji je odnos
povrsina jednak Ajqq(belly)/Aq11(neck) = 51. (preuzeto iz [2])

Pored jakog magnetnog polja (da bi imali dovoljno veliki razmak Ae = hw, o< B izmedu
nivoa) i niske temperature (da ne bi bilo termalnog rasejanja na vibracijama resetke),
neophodno je i da uzorak bude ¢ist (bez defekata i necistoca) da bi elektroni presli cik-
lotronsku orbitu bez rasejanja. Na Slici 7.7 su prikazane oscilacije magnetizacije izmerene
na srebru.
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8. Poluprovodnici i p-n spoj

Elektronika bazirana na poluprovodnicima i njihovim spojevima je promenila svet.! U
ovom poglavlju éemo objasniti fizicki mehanizam rada p-n spoja (za detaljniji prikaz videti
Simon, Ch. 17, 18; Sigrist Ch. 2).

8.1 Dopirani poluprovodnici

Poluprovodnici, poput silicijuma ili germanijuma, imaju energijski procep reda E; ~ 1eV.
Hemijski potencijal u nedopiranom poluprovodniku je blizu sredine energijskog procepa
tako da je na T = 0 valentna zona potpuno popunjena, a provodna zona prazna. Na
kona¢noj temperaturi dolazi do termalne pobude elektrona iz valentne u provodnu zonu.
Medutim, koncentracija elektrona u provodnoj zoni, odnosno Supljina u valentnoj zoni,
je na sobnoj temperaturi mala (n, = n, e~ Fo/2kBT)
nosilaca naelektrisanja u metalima (n ~ 10*® cm=3). Brojne primene poluprovodnika su
moguce zahvaljujuéi dopiranju - dodavanju necistoca ¢ime menjamo koncentraciju elektro-
na i Supljina u poluprovodniku.

u poredenju sa koncentracijom

Posmatrajmo primer silicijuma. Si formira kovalentnu vezu sa 4 valentna elektrona
(3s23p?).  Silicijum mozemo da dopiramo fosforom (5 valentnih elektrona, 3s23p?) ili
aluminijumom (3 valentna elektrona 3s23p'). Fosfor je donor elektrona (n-dopant), a alu-
minijum je akceptor elektrona (p-dopant). Da bi ovo bolje razumeli, odredimo najpre gde
se nalazi energijski nivo elektrona fosfora na 7" = 0. U odnosu na silicijumsko okruzenje,
jon fosfora ima jedan proton vise. Dodatni elektron se nalazi u polju ovog jona i njegova
dinamika mozZe da se opiSe sli¢no kao u sluc¢aju vodonikovog atoma, ali uzimajuéi u obzir
da je efektivna masa elektrona m} ~ 0.2m. i relativna dielektricna konstanta €, ~ 12.
Dobijamo da je energija veze jednaka

mte m}

1
By = e _Me " 1366V =002 eV, 8.1
b 8(er€0)?h®  me €2 ¢ ¢ (8:1)

a radijus orbitale 30 A. Energijski nivo dopanata se nalazi u zonskom procepu i na veoma
niskim temperaturama elektroni su vezani za dopante. Medutim, s obzirom da je kpTioom =
0.026 eV ~ Ej, na sobnoj temperaturi skoro svi ovi elektroni se delokalizuju i prelaze u
provodnu zonu. Analogno, u p-dopiranom poluprovodniku umesto viska elektrona imamo
pridodate Supljine. Atom aluminijuma dovodi do stvaranja Supljine u resetki koja je slabo
vezana za jon aluminijuma na niskim temperaturama i lako se delokalizuje prelaskom u
valentnu zoni na sobnoj temperaturi.

1Zanimljivo je pomenuti da je DZon Bardin jedini dvostruki dobitnik Nobelove nagrade za fiziku.
Prvi put nagrada mu je dodeljena 1956. godine za otkri¢e tranzistora, odnosno p-n spoja (J. Bardeen,
W. Shockley, W. Brittain (1946)), a drugi put 1972. godine za razvoj mikroskopske teorije superprovod-
nosti (Bardeen, Cooper, Schrieffer (1957)).
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Slika 8.1: PoloZaj hemijskog potencijala u poluprovodniku.

Koncentraciju elektrona i Supljina mozemo da dobijemo iz elementarne statisticke fizike
(videti Simon, Ch. 17). Dobija se

3
1/ 2miksT\? _p
wr) = 3 (TEET) e, 52)
3
1 /2mikgT\2 _4, _
p(T) = 4< o > e P, (8.3)

gde su E, i E, energije na granici provodne, odnosno valentne zone (E;, = E, — E,). U
izvodenju ovih formula smo pretpostavili da je popunjenost nivoa u provodnoj i valent-
noj zoni mala, pa smo Fermi-Dirakovu raspodelu aproksimirali Bolcmanovom raspodelom.
Zanimljivo je da relacija (law of mass action)

() = 3 (1) iy e (8.4)

vaZi nezavisno od dopiranja i polozaja hemijskog potencijla koji se nalazi blizu granice
provodne zone pri n-dopiranju, odnosno blizu granice valentne zone pri p-dopiranju (Slika
8.1).

Dacemo sada jedan primer: na 7' = 300 K u nedopiranom silicijumu (E, = 1.14eV,
m} = 0.2m,.) dobijamo da je n = p ~ 10 em™3. Pri koncentraciji n-dopanata od
np = 10'7cm™3, nalazimo da su prakti¢no svi elektroni sa dopanata presli u provodnu
zonu, n ~ np ~ 107cm ™3, dok je koncentracija Supljina veoma mala p ~ 103cm™2.

8.2 p-n spoj

Dovodenjem u kontakt p- i n-dopiranog poluprovodnika dobijamo p-n spoj. Posto je he-
mijski potencijal na p strani spoja niZi za priblizno E;, dolazi do prelaska elektrona iz
provodne zone p-spoja u valentnu zonu n-spoja, odnosno do anihilacije Supljina, sve dok
se ne uspostavi napon A¢ na spoju tako da je eA¢ = E,. U okolini spoja postoji dakle
‘oblast osiromasenja’ (depletion region) bez slobodnih nosilaca naelektrisanja (Slika 8.2).
Intuitivniji prikaz raspodele naelektrisanja i potencijala na p-n spoju dobijamo kada energiji
zonske strukture dodamo elektrostati¢ki potencijal —e¢.? Slika u drugom redu desno nam
bolje sugerise da je sistem u ravnotezi.

2Izraz E — e¢ se naziva elektrohemijski potencijal.
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Slika 8.2: Princip rada i strujno-naponska karaktersitika p-n spoja. (preuzeto iz [1])

Sada smo veé¢ u poziciji da objasnimo princip rada solarne celije. Kada ozrac¢imo
p-n spoj fotonima ¢ija je energija veca od Ej, dolazi¢e do prelaza elektrona iz valentne u
provodnu zonu. Ovi prelazi su obi¢no praceni brzom rekombinacijom elektrona i Supljina.
Medutim, usled postojanja napona u neposrednoj okolini p-n spoja negativno naelektrisani
elektroni ¢e da se krec¢u ka n-spoju (nalevo na Slici 8.2), a pozitivne Supljine ka p-spoju
(nadesno), tj. proticace struja kada zatvorimo strujno kolo.

p-n spoj moze da se koristi i kao ispravlja¢ struje, odnosno dioda. Da bismo ovo
razumeli, primeni¢emo napon V koji dovodi do pomeranja energijskih nivoa kao Sto je
prikazano u donjem redu Slike 8.2. Postoje Cetiri procesa, oznacena na slici sa (I) do (9),
koji dovode do protoka struje.

Procesi (D) i (2) zahtevaju energiju aktivacije E,. Nakon aktivacije elektroni mogu
slobodno da teku “nizbrdo”, nalevo prema n-spoju, a Supljine nadesno prema p-spoju.
Broj ovih nosilaca naelektrisanja je o< e Z9/58T  pa je njihov doprinos struji

Liignt o< e BalksT (8.5)

Elektroni mogu da se termalno pobude i u procesu (3) i time predu preko granice p-n spoja,
a potom anihiliraju sa Supljinama na p strani spoja. Ako ne bi bilo spoljasnjeg napona, ovaj
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proces bi takode zahtevao energiju E,. Medutim kada postoji napon, potrebna energija je
E, + eV. Ista energija je potrebna i za proces (4), pa je odgovarujaca struja koja potice
od procesa 3) i (@) jednaka

Legy oc e~ (BoteV)/kpT (8.6)

Ukupna struja je jednaka
Tiotal = JS(T) (eiev/kBT - 1) y (87)
gde J, o< e Eo/kBT gznagava saturacionu struju. Ova relacija je poznata kao jednadina

diode. Struja kroz diodu lako proti¢e u smeru od p ka n poluprovodniku (eV je negativno
na Slici 8.2), a pri suprotno orijentisanom naponu protok struje je prakti¢no zanemarljiv.

8.3 MOSFET tranzistor

Pronalazak tranzistora je jedno od najvaznijih otkri¢a u dvadesetom veku. Najsiru upotrebu
imaju MOSFETi (Metal-Oxide-Semiconductor Field Effect Transisitor). Prvi MOSFET
je konstruisan 1960. godine, a nedugo nakon toga pronaden je i nac¢in kako da se ogroman
broj MOSFET tranzistora poveZe u integrisano kolo.

Sematski prikaz MOSFETa je prikazan na Slici 8.3. Osnovni princip rada je izuzetno
jednostavan. Na nultom naponu je struja zanemariva posto imamo n-p-n spoj izmedu
strujnih kontakata $to onemogucava tok struje nezavisno od njenog smera. Pri naponu na
elektrodi (gate voltage) V' > Vinreshold indukuje se negativno naelektrisanje ispod oksidnog
sloja koje omogucéava protok struje. Znacaj ovakvog strujnog elementa je u tome Sto
malom promenom napona na elektrodi mozemo da kontroliSemo struju koja prolazi kroz

MOSFET.

Gate

V=0 Gate
Contact V> Vthreshold
Source Drain Source Contactl Drai
rain
Contactl Metal Gate IContact Contact Metal Gate Contact
Oxide Insulator - I
Oxide Insulator [
n-doped n'dope‘j n-doped Conducting Channel n_doped
Depletion p—doped Depletion Depletion

p-doped Depletion
Semiconductor Semiconductor

+ L

Slika 8.3: Sematski prikaz MOSFETa. (preuzeto iz [1])
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9. Electron-elektron interakcija i numericki
proracun zonske strukture

Do sada smo potpuno zanemarili Kulonovu interakciju izmedu elektrona. ReSavali smo
jednocesti¢nu gredingerovu jednacinu koja opisuje dinamiku neinteragujuéih valentnih elek-
trona u periodi¢nom potencijalu jona i, eventualno, u spoljasnjem elektri¢nom ili magnet-
nom polju. Poredenje Kulonove energije i Fermijeve energije u Odeljku 3.1 nam je dalo
vazan nagovesStaj zaSto zanemarivanje elektron-elektron interakcije mozda ipak nije bez
osnova. Videli smo da je u limesu velike koncentracije elektrona Fermijeva energija do-
minantna u odnosu na Kulonovu. Medutim, u realnim metalima Kulonova i Fermijeva
energija su uporedive. Sre¢om, postoje i drugi razlozi koji objasnjavaju zasto je energijski
spektar elektrona u realnim sistemima najcesée slican kao kada bi zanemarili interakciju
izmedu elektrona. Osnovni razlog nalazimo u ekraniranju naelektrisanja zbog Cega inter-
akcija izmedu elektrona u metalima postaje kratkodometna. Dublje fizicko objasnjenje
nam daje Landauova teorija kvaziestica kao osnovnih ekscitacija u sistemu interagujuéih
fermiona (tzv. Fermijevoj te¢nosti).

Najjednostavniji na¢in da priblizno uklju¢imo efekte elektron-elektron interakcije je
Hartri-Fokova (Hartree-Fock) aproksimacija. Medutim, u poslednjih nekoliko decenija,
kao najvazniji metod za proracun elektronske strukture se izdvojila teorija funkcionala
gustine (density functional theory, DFT). DFT je numericki metod koji nam omogucava
da veoma efikasno izra¢unamo zonsku strukturu, pa ¢ak i komplikovanija svojstva sistema
poput jacine elektron-fonon interakcije.

9.1 Hartri-Fokova aproksimacija

Hamiltonijan koji opisuje elektrone u kristalu ima opsti oblik

N n_, . 1 €2 1
H — _ / 0on i — 7, ~1
Z< 2va+U (r)>+247f€0,z, r; — ;] &)

=1 17]@#])
gde
i 7Ze2 1

[yion )= — 9.2
(I') 47T€0;I‘i—Rj| ( )

opisuje interakciju sa jonima. Ovde smo pretpostavili da su polozaji jona fiksirani, dok
su vibracije atoma na reSetki tema sledeéeg poglavlja. Takode smo izostavili spin-orbit
interakciju koja je vazna za pojedine jone sa velikim atomskim brojem. Talasna funkicija
elektrona ¥ = W(rysy,rese,...,rysy) zavisi od N prostornih i N spinskih promenljivih
pa moramo da pristupimo aproksimativnom reSavanju.
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9.1.1 Hartrijeva aproksimacija

Posmatra¢emo najpre pojednostavljen sluc¢aj koji ne uzima u obzir spin elektrona i an-
tisimetri¢nost talasne funkcije. U najjednostavnijoj (Hartrijevoj) aproksimaciji tretiramo
elektron u srednjem polju preostalih elektrona, a mnogocesti¢na talasna funkcija ¥ je data
proizvodom jednocesti¢nih talasnih funkcija ;(r;),

\I'(rl, ro,... ,I'N) = 1/}1(1‘1)1/}2(1‘2) . .1/}N(I‘N). (93)

Energija interakcije je odredena sa

91 _ € / :0( o /|¢J
i) = 4reg /dr |r — 1| 47?50 é)/d ’ (5.4)

pa Sredingerova jednadina za jednoCesti¢na stanja dobija sledeci oblik

hQ
oV U + ,Z [ = )R ) = ). 05)
iG#

Ovo su Hartrijeve jednacine ¢ijim resavanjem dobijamo jednocesti¢ne talasna funkecije 1;(r).
Za veliki broj Cestica i delokalizovane elektrone mozemo da izostavimo uslov j # i. Har-
trijeve jednadine obi¢no reSavamo iterativnom numerickom procedurom: pretpostavimo
pocetne talasne funkcije v;(r), formiramo Hartrijev potencjal U®' i regimo jednagine, pa
prethodna dva koraka ponavljamo dok reSenje ne iskonvergira. Nije tesko pokazati da
reSenje Hartrijevih jednacina odgovara funkciji koja minimizuje energiju sistema, ako smo
se pritom ograni¢ili na funkcije ¥ koje su proizvodi jednocesti¢nih talasnih funkcija.!

'Ukupna energija sistema E = (U|H|V) = [dry...denV*(r1,...,vn)HY(r1,...,rN) je jednaka

2

PRI oYt TR S S S
P 2m " ! 2 4meg T |r; — 1]
N 1 €2
_ 0 _ .
= ) + g L;(jﬁ)wzwgl‘r ),
gde je (wilH)|pi) = [dryi(r) (—%VQ‘*‘UM(F))M(F) i il ety ligy) = [ [drdr’

wf(r)w;(r’)ﬁq/)i(r)wj(r’). Talasna funkcija ¥ minimizuje energiju ako je odgovarajuca varijacija
energije jednaka nuli

<W|H|\If ng (W5leh5) — ))—0-

Ovde parametri e¢; odgovaraju LagranZevim mnoziocima koji obezbeduju uslov ortonormiranosti
jednocesti¢nih talasnih funkcija ;. Ako variramo talasne funkcije ¢ — ¥ + 09, dobija se
Sy (Wl HY i) = 6 (bie| HR k) = (Wr+60bn| HR |k +6n)— (i | HR[tbr) & (Sbwe| HR |0k ) +(tbx | HY |00
2Re(dyn|Hylyk).  Slieno je 6(3;(w5lu5)) ~ 2Re(0unlvn) i (3 j(pn (Withsl iy lWivhs))

4Rezj(j¢k)<5wk¢j‘rirjl|'l/]kwj>, pa je varijacija energije jednaka nuli ako je Re[(dvyw|(Hp +
% Zj(j¢k)<wj|ﬁ‘¢j> —&;)|Yk)] = 0. Ova jednaina mora da bude ispunjena za svako v pa
je izraz u zagradi jednak nuli, §to upravo odgovara Hartrijevim jednafinama. Lagranzev mnozilac ¢;

odgovara jednocesti¢nim energijama.

&
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9.1.2 Hartri-Fokova aproksimacija

Glavni nedostatak Hartrijeve aproksimacije je Sto nismo uzeli u obzir antisimteri¢nost talas-
ne funkcije ¥(risi,...,r38;,...,r85,...,rnsn) = —¥(r181,...,185,..., TS, ..., INSN).
Najjednostavnija funkcija koja zadovoljava Pulijev princip je Slejterova determinanta,

W(ris1,r282,...,INSN) N'Z )P 4biy (118113, (r282) iy (TSN, (9.6)

gde je (—=1)F = +1 odredeno parnoiéu permutacije P. U Hartri-Fokovoj aproksimaciji
trazimo Slejterovu determinantu koja minimizuje ukupnu energiju sistema

(V|H|T)

=y

Izraz za energiju u Hartri-Fokovoj aproksimacji ima sledeci oblik

E = ‘1’5\1'/‘1’ Z / dr (v (—V2 Ui"“(r)) Pi(r)
2

1 e
N 24F€02//drdr Pl )P

2
B ;47(60 Z//drdr’|r_1 | Os;,s; 7 (x) i (r )¢;(r/)¢j(r)- (9.7)

Poslednji sabirak, koji je posledica antisimetri¢nosti talasne funkcije, se naziva izmenski
¢lan. Primeéujemo da ovaj ¢lan daje doprinos energiji sistema samo za paralelne spinove.
Takode, sumu nismo morali da ograni¢imo na i # j, poSto se sabirci za i = j u dru-
gom i treéem ¢lanu potiru. Izraz za energiju je mnogo lakSe izvesti u formalizmu druge
kvantizacije koji automatski vodi ra¢una o antiperiodi¢nosti talasne funkcije.?

Hartri-Fokove jednacine se dobijaju varijacijom izraza (9.7) za energiju, sli¢no kao u
Hartrijevoj aproksimaciji.> Dobija se

h2 IOH /
~ V4T WOZ [ e s 6O | o)

2 , o
_47T€()zj:/dr v — /| sz,sjw (r )wj( r)i(r') = eihi(r). (9.8)

e2

Primec¢ujemo da je izmenski ¢lan, [ dr'Ue(r,r’)1;(r’), odreden nelokalnim izmenskim po-
tencijalom Uex = —m Z] ﬁ(ssi,sﬂb;(r/)wj (I‘)

Izveséemo ovde izraz za energiju koristeéi zapis druge kvantizacije. U opstem slucaju je

1
H = ZHl(I‘l) —+ 5 ZHQ(I‘Z'7I‘]') = Z<C¥‘H1|O{ >CaCa + = Z <aﬂ|H2|O£/,BI>CLCgCB/Ca/7

i#£] a,a’ 01,0/7575/

gde Hy i H> oznaavaju jednolesti¢ni i dvoestitni ¢lan u Hamiltonijanu, a (af|Hz|a’8’)
J [ drde’ i (r)g(r')Ha(r, ' ) (r)Yp(x’).  Slejterova determinanta ima jednostavan zapis |[¥) =
el ...ch]0), gde |0) oznatava prazno stanje. Srednja vrednost prvog lana je jednaka (¥| 3. Hy(r;)|W) =
(O[3, o (alHila")eleo| ) = 32, . (alHi|o ) (¥lehea V) = 32, o (alHi]a")aar = 3 (alHila), a dru-
gog Clana <‘I’|% Zi;ﬁj Hj(ri,r;)|¥) = %Za,a/,a,m (aB|Hzle/B )(‘~I’|cacﬂcﬁ/ca/\\ll) = %Zaﬁ[(aﬂlﬂﬂaﬂ) -
(aB|Hz|Bar)]. Iskoristili smo da se zbog antikomutacionih relacija nenulti ¢lanovi dobijaju samo za
a=cda,8=p odnosno a = ', = o'. Kada predemo na koordinatni zapis, dobijamo izraz (9.7).
3Mnogo je lakse ako sa variranje izraza za energiju takode uradi u zapisu druge kvantizacije.
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Fizicki smisao jednocesti¢nih energija £; nam objasnjava Kupmansova (Koopmans) teo-
rema: uz pretpostavku da dodavanje ili uklanjanje jednog elektrona ne remeti ostala Hartri-
Fokova stanja, lako se pokazuje da energija ¢; odgovara energiji koja je potrebna da se doda
jedan elektron u stanje i. Energija —¢; je potrebna za uklanjanje elektrona iz stanja i.

Hartri-Fokove jednacine se u opsStem sluc¢aju reSavaju numericki, iterativhom proce-
durom. Pretpostave se pocetne jednocesti¢ne talasne funkcije, formira se direktan (Hartri)
i izmenski potencijal, reSe Hartri-Fokove jednacine, pa se potom ponovljaju poslednja dva
koraka dok se ne dode do samousaglaSenog reSenja.

9.1.3 Hartri-Fokova teorija elektronskog gasa

Resenje Hartri-Fokovih jednalina se veoma jednostavno nalazi ako pretpostavimo da je
jedini doprinos jona u tome da daju uniformno pozitivno naelektrisanje, koje kompenzuje
negativno naelektrisanje valentnih elektrona Sto €ini sistem neutralnim. Ovaj model se
naziva zele model (jellium model).
Posto je sistem translaciono invarijantan pretpostaviéemo da su jednocesti¢ne talasne
funkcije ravni talasi
Bilr) = =™ x xi,

VvV

gde je xs, spinski deo talasne funkcije. Takode, pretpostaviéemo da su popunjena stanja
za |k;| < kp. Hartrijev ¢lan,

N
d /Z |¢J( )| _ e /dr/ _67 _ € /dr/ pP— 7
471’60 |r — 1| 47reg |r — 1| 4reg |r — 1|

poniStava doprinos uniformnog pozitivnog naelektrisanja. Izmenski ¢lan je jednak

—_— s . / y T y .. /
2 : dr / e ikj-r ezk] resz r
47(60

kj<kp ’r_r,‘vf
_ 3 /dr ke k(e )
4W€0V2k<k
1
_ g L gilki—k;)r ik
47r60V Z / T \F

ez 1 47

)
dmeg V k]_;F ki — k;|?

U drugom redu smo zamenili r' — r’ + r, a u poslednjem redu smo iskoristili izraz za
Furijeov transform Kulonovog potencijala, [ dre™ T Jp = 47 /K2
Dakle, Hartri-Fokova jednagina (9.8) dobija sledec¢i oblik

R, e? 1 B

Ovim smo potvrdili da su ravni talasi zaista resenja Hartri-Fokove jednacine i nasli smo
vrednosti za jednocesti¢ne energije

h2J2 e2 1
K) = dK—— 1
ell) =5, T (2m)3¢ /,Kk k— k|2 (9.10)
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Slika 9.1: JednocCesti¢na energija sa i bez izmenskog ¢lana.

Ovaj integral moze da se izra¢una analiticki i dobija se

e(k)

B R’k? kg 1 k2 — k2 In k+kp
N 2kkp k—kp

} . (9.11)

o2m  4n2e

Disperzione relacije sa i bez izmenskog ¢lana su prikazane na slici 9.1. Izmenska in-
terakcija snizava energiju i povecava Sirinu zone. Disperzija (k) ima logaritamski sin-
gularitet na Fermijevom nivou, gde brzina elektrona vy = %Vksk divergira, a gustina
stanja ide u nulu. I Sirenje zone i divergencija brzine su nefizicki rezultati koji su nastali
usled ura¢unavanja dugodometne Kulonove interakcije, odnosno usled divergencije u Fu-
rijeovom transformu U (k) ~ 1/k?. U metalima je efektivna Kulonova interakcija zapravo
kratkodometna, U(r) %e‘r/l, Sto je posledica ekraniranja naelektrisanja.

Odredi¢emo jos ukupnu energiju elektrona. Polazeéi od izraza (9.7), moZemo da do-
bijemo da je ukupna energija jednaka E = 23, € — 3" (e — £?). Ovu sumu, odnosno
integral, moZzemo analiticki da izra¢unamo. Dobija se da je ukupna energija jednaka

3 3 e2kp
E=N|2¢p— = 9.12
[5” 16 7r250] (9.12)
odnosno
2.21 91
po | 220916 Ry. (9.13)

2 Ts
Ts ao
ao

1Ry = 13.6 eV, a parametar 75 = (3/(47n))'/ smo definisali u poglavlju 2.1. Energija ima
minimum za /a9 = 4.83, odnosno za rs ~ 2.5 /OX, $to se prili¢cno dobro slaze sa 75 brojem
u alkalnim metalima, imajuéi u vidu jednostavnost aproksimacije. Za litijum r; = 3.22 ay,
za natrijum 3.96 ag, a za kalijum 4.86 ag.
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9.2 Ekraniranje naelektrisanja

U metalima efektivna Kulonova interakcija postaje kratkodometna usled ekraniranja. U
okolini pozitivnog (test) naelektrisanja ¢ dolazi do preraspodele gustine elektrona i formi-
ranja negativnog elektronskog oblaka, $to dovodi do brzog opadanja Kulonovog potencijala
sa rastojanjem. Najjednostavniji nac¢in da opiSemo ekraniranje je semiklasi¢na Tomas-
Fermijeva (Thomas-Fermi) aproksimacija. Pre nego §to izvedemo izraz za ekranirani Ku-
lonov potencijal, naveséemo nekoliko formalnih relacija i definicija.

9.2.1 Susceptibilnost i dielekti¢na konstanta

Posmatramo uticaj spoljasnjeg naelektrisanja gustine p®™*(r) na elektrone u metalu. Poa-
sonova (Poisson) jednacina glasi

X 1 X
—V2¢™(r) = —p™(x),
€0
gde je ¢*™'(r) potencijal od eksternog naelektrisanja. Kulonova interakcija dovodi do pre-
raspodele, odnosno indukovanja naelektrisnaja p™d(r). Poasonova jednacina za ukupno
naelektrisanje p(r) = p=t(r) + p"(r) glasi

~V?¢(r) = —p(r).
€0

U teoriji linearnog odziva, koja vaZzi za mali spoljasnji potencijal, definiSemo dielektri¢nu
konstantu e relacijom?

¢t (r) = /dr’e(r,r’)qb(r’).

Dielektri¢na konstanta za uniforman sistem zavisi samo od razlike r —r’ i tada su Furijeove
komponente povezane relacijom

p(q) = —¢™(q).

e(a)
dq

Kao i ranije, Furijeov transform je definisan sa e(q) = [ dre "7¢e(r),ie(r) = [ G e'9Te(q).

Susceptibilnost xo (charge susceptibility), odnosno funkcija linearnog odziva, je defi-
nisana sa

ind(

P (a) = xo(a)o(q).

Posto je p™(q) = p(q) — p™(q) i kada iskoristimo Poasonove jednagine ¢%¢™*(q) =
Lp(a) i ¢%6(a) = 4 p(a). dobijamo da e

I C VI
A Y .
odnosno .
e(q) =1- @XG(Q)- (9.15)

Ova relacija povezuje dielektri¢nu konstantu i susceptibilnost. Svi navedeni izrazi su opsti
uz pretpostavku da je indukovano naelektrisanje linearno proporcionalno spoljasnjem polju.

*Analogno definiciji D(r) = [ dr'e(r — r')E(r’).
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9.2.2 Tomas-Fermijeva aproksimacija

Izra¢unac¢emo sada susceptibilnost i dielektriénu konstantu u statickoj semiklasi¢noj aproksi-
maciji. Pretpostavi¢emo da se ¢(r) sporo menja na rastojanju 27 /k,, ~ a, odnosno da ¢(r)

ima Furijeove komponente samo za |q| < k., pa je elektronski gas lokalno posmatrano

pribliZzno uniforman. ¢(r) pomera energijske nivoe za —e¢(r), odnosno pomera lokalni

hemijski potencijal za e@(r). Indukovano naelektrisanje je

in. on
p"(r) = —edn(r) = —e[n(p + eg(r)) — n(u)] = —eQa—uqﬁ(r) = —’g(ep)9(x).
Iskoristili smo da je na niskoj temperaturi én = g(e,)dp, odnosno On/du = g(e,.). Dakle,
susceptibilnost je xo = —€?g(e,), pa je dielektri¢na konstanta jednaka
1 e?g(e,) k2
@) =1~ —sxo(@) =1+ LR 9.16
@) 0?0V = €0q’ ¢ (910

™
NI

kpp = <£ g(e F)) se naziva Tomas-Fermijev talasni vektor. Za slobodan elektronski gas

mk

9(ep) = —z. Kada iskoristimo da je &, (37T2n)%, rs = (42n)§ iag= 47;;2; , dobija se

da je k,, = 0.815 (rs/ag)"/? k, ~ k., gde smo uzeli u obzir da je za metale r5/ag ~ 2 — 6.
Tackasto naelektrisanje stvara potencijal ¢®™'(r) = Q Furijeov transform ovog

Ameqr
potencijala je ¢***(q) = 60%2, pa je ukupan (ekranirani) potencijal, ¢(q) = ¢***(q)/e(q),
jednak
Q

qQJ=—-. 9.17
(q) ot h ) (9.17)

Kada izvrsimo Furijeovu trasformacija, dobijamo Jukavin ( Yukawa) potencijal

1 Q —k: r

TF", 9.18
o) = o (919

Dakle, ekranirani potencijal u metalima je kratkodometan, eksponencijalno opada sa ras-
tojanjem, a duzina ekraniranja je jednaka 1/k,, ~ 1/k, ~a~1A.

9.2.3 Frekventno zavisna susceptibilnost i Lindhardova funkcija

Da bi odredili odgovor elektronskog gasa na vremenski promenljivo i nehomogeno elek-
tri¢no polje, moramo da primenimo teoriju vremenski zavisne perturbacije. Nalazimo da
je indukovano naelektrisanje, p™4(q,w) = xo(q,w)é(q,w), u ukupnom elektri¢nom polju
P(r,t) = ¢(q,w)e! 4T~ odredeno Lindhardovom (Lindhard) funkcijom linearnog odziva

dk Nk — Nk+q

2
_ d
xo(qw) “ ) 4n3 Ektq — €k — hw —in (9:19)

(videti recimo Broun Ch. 24, Sigrist Ch. 3.2). n — 0% odgovara postepenom ukljucivanju
perturbacije ut — —oo i obezbeduje konvergenciju pojedinih integrala. Pored yg definiSemo
i funkciju linearnog odziva (dinamic¢ku susceptibilnost) x koja povezuje indukovano naelek-
trisanje sa spoljasnjim elektriénim poljem, p(q,w) = x(q,w)¢*™*(q,w). Dobija se da je

o) = xolq,w)  xo(q,w)
o) = qw) 1= Lyol@e)

(9.20)

Ovako definisana dinamicka susceptibilnost ukljucuje efekat Kulonove interakcije na nivou
samousaglasene Hartri (RPA) aproksimacije.
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Nije tesko pokazati sledece posledice izraza Eq. (9.20) (Broun Ch. 24, Sigrist Ch. 3.2):
e Jednocesti¢ne (particle-hole) ekscitacije su odredena sa fwg = extq — €k-
e Za q¢ < k, iw > v,q postoje kolektivne (plazmene) oscilacije frekvence wq =

'1)2
wp <1+1%WF§(]2+...>.
e Ulimesuw = 01¢ < k, dobijamo Tomas-Fermijevo ekraniranje e(q,0) ~ 1—|—k§F/q2.

e Za k,r > 1 dobijamo dugodometne Fridelove (Friedel) oscilacije u gustini induko-
vanog naelektrisanja p"? oc X cos(2k,1).

9.3 Landauove kvazicestice

Ekraniranje naelektrisanja je svakako jedan od razloga zasto zonska teorija odli¢no opisuje
svojstva metala iako je Kulonova energija elektrona uporediva ili ve¢a od Fermijeve energije.
Dublji razlog nam pruza Landauova teorija interagujuc¢ih fermiona (Landau Fermi liquid
theory).

Landau je 1956. godine razvio fenomenolosku teoriju interagujuéih fermiona sa ciljem
da objasni svojstva 3He na temperaturama 7' < 1 K. Fermijeva temperatura za 3He je
priblizno 5 K. Kako su eksperimenti pokazali (Fairbank 1954), toplotni kapacitet C,, o< T
i spinska susceptibilnost x koja je priblizno konstantna, imaju temperaturnu zavisnost
upravo kako bi ocekivali za neinteragujucée fermione, ali su prefaktori razli¢iti u odnosu na
neinteragujuéi slucaj.

Landau je pretpostavio da interagujucée fermione moZzemo da opiSemo kao sistem nein-
teragujuéih fermiona koji su “obuceni” (dressed) usled medusobne interakcije. Osnovno
stanje odgovara obudenom Fermi moru, a niskoenergijske ekscitacije odgovaraju Lan-
dauovim kvaziCesticama. Glavni uvid je u tome da se pri postepenom ukljucivanju in-
terakcije struktura svojstvenih stanja ne menja tako da moZzemo da ih klasifikujemo sa
istim kvantnim brojevima kao za neinteragujudi sistem. Vreme zZivota kvaziCestica zavisi
od faznog prostora koji imaju na raspolaganju za rasejanje, imajuci u vidu da moraju da
budu zadovoljeni zakoni odrzanja impulsa i energije. Nije tesko pokazati da je inverzno
vreme rasejanja kvaziCestica na T = 0

-1 2
T < (ex —€r)7, (9.21)
¢ime se objasnjava postojanje dugozivuéih kvazicestica u blizini Fermijeve povrsi.® Tran-
sportne i termodinamicke osobine su u okviru Landauove teorije odredene sa nekoliko

fenomenologkih parametara. Za detaljniji prikaz videti, recimo, Sigrist Ch. 5 ili S. Simon,
Lecture Notes for Quantum Matter, Ch. 9.

9.4 Teorija funkcionala gustine

Teorija funkcionala gustine (DFT) predstavlja veoma efikasan numeric¢ki metod za odre-
divanje zonske strukture, kao i proracun razli¢itih fizickih osobina kristalnih jedinjenja i
molekula. Dostupne su razne implementacije DF'T algoritma, a sa razvojem personalnih i
superracunara numericke DFT simulacije su stekle mnogobrojne primene u fizici i nauci o
materijalima. Sve slike sa primerima zonske strukture prikazane u Poglavlju 6 su dobijene
pomoé¢u DFT prorac¢una.

5Na konacnoj temperaturi je 7 b x (ex—e F)2 + 7272 sto dovodi do kvadratne zavisnost otpornosti od
temperature, p oc T2.
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9.4.1 Hoenberg-Konove teoreme

Radi preglednosti, napisa¢éemo ponovo Hamiltonijan (9.1)

ARV 1 e 1
H = ——V7 + Usxt(r; = , 9.22
3 (¥ o)) 5 S 022
i=1 7]
koji opisuje elektrone u zadatom spoljasnjem potencijalu Uex(r;) = Uion(r)
= —% ZR], |r1—71RJ| Regenje Sredingerove jednacine HU = EW zahteva poznavanje
funkcije ¥(rysq,...,rysy) koja zavisi od N prostornih i spinskih promenljivih.

Formalno, moZzemo da primetimo da je ukupna energija elektrona funkcional talasne
funkcije £ = F[¥]. Medutim, kao §to su zapazili Hoenberg i Kon (Hohenberg and Kohn,
1964), energija osnovnog stanja moze da se predstavi u obliku funkcionala koji zavisi samo
od gustine elektrona

N
n(r) = (V|n(r)|v) = (Y| Z(S(r —1;)|¥) = N/dr2 c.dry|U(rsy,rasg,. .., rnsN)|?
i=1

U poslednjoj jednakosti smo iskoristili antisimetri¢nost talasne funkcije W.

Iskazi Hoenberga i Kona su sadrzani u dve teoreme.%

Teorema 1: Za proizvoljan sistem interagujuc¢ih élektrona, spoljasnji potencijal Uexy ()
je jednozna¢no odreden gustinom €lektrona u osnovnom stanju n(r), tj. ne postoje dva ra-
zlicita potencijala UL, (r) i U2, (r) koja daju isto n(r). Posto je Hamiltonijan jednoznaéno
odreden sa n(r), to znadi da su jednozna¢no odredene i talasne funkcije osnovnog (a takode
i pobudenog) stanja.

Teorema 2: Postoji univerzalan funkcional energije E[n] takav da je za zadato Uex(r)
globalni minimum funkcionala E[n| jednak egzaktnoj energiji osnovnog stanja, a gustina
n(r) koja minimizuje funkcional jednaka egzaktnoj gustini elektrona u osnovnom stanju.
Dakle, poznavanje funkcionala E[n] je dovoljno da bi odredili gustinu elektrona i energiju
u osnovnom stanju.

Funkcional energije mozemo da zapisemo kao
E[n] = T[n] 4+ Eint[n] + /drUext(r)n(r) = Fuk|n| + /drUext(r)n(r), (9.23)

gde Fux([n] = T[n] + Ewn] = (¥[n]|T + Ein|¥[n]) implicitno zavisi od n(r). Ovaj
funkcional je isti nezavisno od spoljasnjeg potencijala U (r). Egzaktan oblik funkcionala
Fyx [n] naravno ne znamo, tako da smo do sada samo preformulisali problem za odredivanje
energije osnovnog stanja.

5Dokaz navedenih teorema je zapravo veoma jednostavan. Pogledati recimo D. Broun, Introduction to
Solid State Physics, Ch. 15, ili originalan rad P. Hohenberg and W. Kohn, Phys. Rev. 136, B864 (1964).
Sveobuhvatan prikaz DFT metoda se moze naci recimo u F. Giustino, Materials Modelling using Density
Functional Theory.
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9.4.2 Kon-Samove jednaéine

Kon i Sam (W. Kohn and L. J. Sham, Self-Consistent Equations Including Ezchange and
Correlation Effects, Phys. Rev. 140, A1133 (1965)) su predlozili jednostavan aproksimati-
van metod za prora¢un gustine elektrona u osnovnom stanju. Ideja je da se sistem inter-
agujucih elektrona zameni odgovarajuéim sistemom fiktivnih (fictitious, auziliary) neinter-
agujudih cestica takvim da je gustina fiktivnih Cestica u osnovnom stanju jednaka gustini
interagujucih elektrona. Ovako postavljeni problem je moguée numericki resiti posto se
svodi na samousagladeno resavanje jednocesti¢ne Sredingerove jednacine.
Funkcional energije je u Kon-Samovom (KS) metodu je zapisan na sledeé¢i na¢in

Z / dr ¢ (r <—V2> Yi(r) + /drUeXt(r)n(r) + Enln] + Exc[n], (9.24)
gde je n(r) = >, |i(r)]%. Ideja je da kineticki ¢lan dobije jednostavan oblik

Tks[n Z/drw <—v2> Yi(r), (9.25)
a da se glavni doprinos dugodometne Kulonove interakcije izdvoji kroz Hartrijev ¢lan Ep,

¢ /drdr’n(r)n(r,). (9.26)

1
2 4meg r —r/|

Prva tri ¢élana u jednacini (9.24) odgovaraju energiji u aproksimaciji nezavisnih elektrona.
Funkcional kineticke energije Tks[n] koji je implicitno odreden gustinom fiktivnih Gestica
n(r) razlikuje se od funkcionala kineticke energije fizickih elektrona 7'[n]. Funkcional
Ey. uratunava izmensku (Fokovu) energiju, kao i korelacije koje nisu obuhvac¢ene Hartri-
Fokovom aproksimacijom. Za izmensko-korelacioni ¢lan Fy. ne postoji egzaktan izraz, ali
su razvijene veoma uspesne aproksimacije koje su dovele do Sirokih primena DFT metoda
u fizici, hemiji i nauci o materijalima.

Kon-Samove jednacine dobijamo iz uslova minimuma funkcionala. Zahtevamo da je
varijacija 8 (E[n] — Y, &i( [ dry} (r)¢i(r) — 1)) = 0, gde Lagranzev mnoZitelj &; obezbeduje
normiranost talasnih funkcija. Varijacijom po 61 (r) dobijamo jednacinu

h dEun] = dEx[n]

on(r) on(r)

2
2 ) + [Uexar) n ] i) = en(e),  (9.27)

gde smo iskoristili dn(r) /0% (r) = t;(r). Dobili smo dakle jedna¢inu Sredingerovog tipa

2
(- g0 7%+ Ui () ) wste) = ivsto), (9.29

gde je efektivni (Kon-Samov) potencijal Ukg(r) = Uex(r) + gf(li[n]) + gfé‘lf[:)] = Uext(r) +

Un(r) + Ugce(r). Ovu jednac¢inu moZemo uspesno numericki da reSavamo. Naravno, pre-
duslov je da najpre odredimo aproksimativni oblik izmensko-korelacionog ¢lana Fxc.

9.4.3 Lokalna aproksimacija izmensko-korelacionog funkcionala

Najjednostavnija i najznacajnija aproksimacija za izmensko-korelacioni funkcional Fy. je
lokalna aproksimacija (Local Density Approzimation, LDA) u kojoj pretpostavljamo oblik
funkcionala

Buln] = / dr n(r)exe (n(r)), (9.29)
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gde gustina izmensko-korelacione energije ey, zavisi samo od lokalne gustine n(r). Pret-

postavili smo da sistem nije spinski polarisan. Posto je funkcional E,. jedinstven, ex.(n(r))

mozemo da numericki izra¢unamo u modelu uniformnog elektronskog gasa (Zele modelu).
Hartrijev ¢lan je dat sa Eg[n] = [ drn(r)en(n(r)), gde je

e (r) = 1 e? /dr’ n(r’)

T 24meg v —r/|’

pa je Hartrijev potencijal jednak

0 Ey[n] e? , n(r’)
n) = ) 47r60/ Fe—r - 2en) (9:50)
Energija osnovnog stanja u Hartri-Fokovoj aproksimaciji je jednaka Fpp = N [%5;7
—%fﬁg] (videti Poglavlje 9.1) . Zbog toga je u LDA aproksimaciji izmenska energija
jednaka
3 €%k
By=-Ni erfs = / dr n(r)ex(n(r)),
pa je
3 kg 3 e? 2 1
= —— = —— 3 3 .
x 16 m2¢g 16 m2¢g ( i n)
Izmenski potencijal je jednak
d0Ex[n] 4 1 e? 9 \1L
U. = _ = = ——— (3 3 9.31
0 on(r) 35 4 m2eq (37%n) (9:31)
Za korelicioni potencijal,
dE¢[n] dec[n(r)]
U. — — ] Sk w2 9.32
c (5%(1‘) EC[TL(I')] + TL(I‘) (57’L(I‘> ) ( )
gde je Ec[n] = [drn(r)ec(n(r)), uzimamo numericki rezultat dobijen iz Monte Karlo

simulacija za uniformni elektronski gas.

9.4.4 DFT algoritam

Kon-Samove jednacine u praksi reSavamo iterativno. DFT petlja se sastoji iz sledeé¢ih
koraka:

(i) Izaberemo pocetnu gustinu naelektrisnaja n(r).

(ii) Izra¢unamo KS potencijal Uks(r) = Uext(r) + Un(r) + Uxc(r).
.. . .. 2

(iii) Resimo KS jednacine (—;’—MVQ + UKS(r)> Pi(r) = gihi(r).
(iv) Izratunamo novu gustinu naelektrisanja n(r) = 3", [¢;(r)|? i proverimo konvergen-
ciju reSenja. Ako je odstupanje u n(r) veée od zadate ta¢nosti, vracamo se na korak (ii).

Za konkretnu implementaciju algoritma neophodno je izabrati bazis u kome ra¢unamo
talasne funkcije. Postoje dva nacina kako da to efikasno u¢inimo.

(a) U metodu pseudopotencijala eksplicitno opisujemo samo valentne elektrone. Stvarni
potencijal U(r) dovodi, medutim, do oscilacija talasne funkcije u blizini jezgara koje ne
mozemo da opiSemo sa manjim brojem ravnih talasa. Zbog toga uvodimo pseudopotencial
Ups koji eliminiSe oscilacije talasne funkcije u neposrednoj okolini jezgra za R < R., dok
su za R > R, talasne funkcije iste kao za fizicke valentne elektrone.
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Slika 9.2: (a) Skica fizitkog potencijala i pseudopotencijala, kao i odgovarajucih elektron-
skih talasnih funkcija. (b) U APW metodu prostor je podeljen na muffin-tin i interstitial
region. Talasne funkcije moraju, naravno, da budu kontinualne na granici regiona.

(ii) Drugi nacin je da eksplicitno ura¢unavamo sve elektrone u Kon-Sam jednac¢inama. U
tom sluc¢aju imamo dva tipa bazisnih funkcija: funkcije slicne atomskim orbitalama kojima
opisujemo talasne funkcije u blizini jezgara i ravne talase kojima opisujemo intersticijalni
region, Slika 9.2. Ovaj pristup se naziva metod dopunjenih ravnih talsa (augmented plane
wave method, APW).

Ako bi znali egzaktan funkcional Ex.[n], mogli bi da nademo egzaktan rezultat za
gustinu Cestica u osnovnom stanju, energiju osnovnog stanja’, kao i staticku spinsku ili
estitnu susceptibilnost. Cak iako bi znali egzaktan E..[n], rezultati za Fermijevu povrs,
energiju ekscitacija, gustinu stanja i Sirinu zonskog procepa za izolatore, ne bi bili egzaktni,
ali u praksi se Cesto veoma dobro slazu sa eksperimentom. Iako talasne funkcije ¥;,(r) i
jednoCesti¢ne energije €; nemaju neposredan fizicki smisao, zonska struktura ey, (Spageti
dijagrami) se Cesto iznenadujuce dobro slaze sa eksperimentom, iako formalno opravdanje
za to ne postoji. U praksi, za konstantu resetke i energije ekscitacije dobijamo vrednosti
sa tafnoséu boljom od 4%, odnosno ~ 0.2 eV /atomu. DFT medutim ne opisuje dobro
Motove izolatore, poput visokotemperaturnih superprovodnika.

"U LDA aproksimaciji E =", ei + [ drn(r) [Uex(r) + eu(r) + ex(r) + ec(r) — Uks(r)].
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10. Vibracije resetke

Vibracije atoma, koje do sada nismo uzimali u obzir, su klju¢ne za objasnjenje mnogih
osobina kristalnih jedinjenja poput specificne toplote, termalne ekspanizije, elektri¢nog
otpora, termalne provodnosti, neelasti¢nog rasejanja svetlosti i konvencionalne superprovod-
nosti.

U ovom poglavlju ¢emo da izvedemo formule za specificnu toplotu u Ajnstajnovom i
Debajevom modelu, izveséemo disperzione relacije za energije vibracija u jednoj dimenziji
i osvrnucéemo se na dinamiku kristalne reSetke i fononski spektar u realnim trodimenzionim
sistemima.

10.1 Specificna toplota kristala

Toplotni kapacitet kristala! je uspedno izmeren u eksperimentima tokom 19. veka. Na
visokim temperaturama toplotni kapacitet C' po atomu je priblizno jednak 3kp, odnosno
po molu 3R (Tabela 10.1) sto odgovara zakonu Dulon-Petija iz 1819. godine (Dulong-
Petit). Mikroskopso objasnjenje ove zakonitosti dao je Bolcman 1896. godine. Bolcman je
pretpostavio da atomi osciluju u harmonijskoj potencijalnoj jami i da je, po principu tek
zasnovane statisticke fizike, njihov toplotni kapacitet 3kp po Cestici.

C/R
AL 201
Sb | 3.03
Cu| 294
Au | 3.05
Ag | 2.99
C |0.735

Tabela 10.1: Toplotni kapacitet pojedinih kristala na sobnoj temperaturi.

Objasnjenje temperaturne zavisnosti specificne toplote na niskim temperaturama
zahtevalo je, medutim, nove znacajne korake koji su vodili ka zasnivanju kvantne teorije.

!Toplotni kapacitet definiSemo kao izvod unutranje energije po temperaturi. Specifi¢na toplota je
toplotni kapacitet po jedinice mase, ali se izraz specifi¢na toplota Gesto koristi i za toplotni kapacitet po
Cestici, Sto treba da bude jasno iz konteksta. Za ¢vrsta tela je toplotni kapacitet pri konstantnom pritisku
priblizno jednak toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini posto je koeficijent termalnog Sirenja
mali. U opstem slucaju je Cp — Cy = VTaQ/,BT, gde je Br izotermalna kompresibilnost, a « koeficijent
termalnog Sirenja.

76



10.1.1 Ajnstajnov model

Vodeéi se fizickom intuicijom i idejama iz Plankove (M. Planck) teorije zrafenja crnog

tela, Ajnstajn je 1907. godine izveo izraz za toplotni kapacitet koji ukljucuje pretpostavku

kvantovanja energije. AjnStajn je, slicno kao i Bolcman, pretpostavio da atomi osciluju

u harmonijskom potencijalu usled medusobnih interakcija. Pored toga, AjnStajn je pret-

postavio da svi atomi osciluju istom frekvencom w, ali da je energija oscilacija kvantovana.
U jednoj dimenziji energija kvantnog oscilatora moze da uzima vrednosti

1
E, =hw(n+ 5) (10.1)
Iz particione sume,
—Bhw/2
7 = Ze—ﬁhw(m%) _° o — 1
~ 1—e Pl gginh e’
n>0 2

se dobija srednja energija oscilatora

107 hw Bhw 1
E)= 222 - ™ otn 2% — hw ho) + 2| .
(B) =~ 55 = 5 o 3 = hw [ (6m) + 5
np(x) = 1/(e®* — 1) je Boze-Ajnstajnova (Bose-Finstein) raspodela koja nam daje

srednju ekscitaciju nivoa, odnosno srednji broj popunjenosti kvantnog stanja. Ekviva-
lentno, kazemo da je bozonska orbitala popunjena sa np bozona. Toplotni kapacitet je
jednak

OBy , el
C="r = k) Chie gy
U 3 dimenzije je
1 1 1
E=hw|(n:+5)+ny+5)+(n+3)

2 2 2

Particiona suma je Z = Z3,, a energija (E) = 3(E14), pa je specificna toplota (toplotni
kapacitet po Cestici) jednaka
ePhw

C=—-= SkB(ﬁm)Qm.

(10.2)

Na visokoj temperaturi, kgT > hw, nalazimo da je ™ ~ 1 + fhw, pa je toplotni
kapacitet C' ~ 3kp. Na niskoj temperaturi, kT < hw, toplotni kapacitet eksponencijalno
opada sa temperaturom, C' ~ e~ ?™_ Eksponcijalna zavisnost na niskim temperaturama je
posledica postojanja konacne energije iw koja je neophodna za ekscitaciju harmonijskog
oscilatora. U eksperimentima je medutim C oc T3, pa je vidljivo odstupanje na niskim
temperaturama od Ajnstajnovog rezultata (Slika 10.1).

Frekvenca oscilovanja, odnosno Ajnstajnova temperatura Tr = Aw, je slobodan para-
metar koji bi dobili fitovanjem na eksperimentalne podatke. U Tabeli 10.1 upadljivo je
da samo toplotni kapacitet dijamanta znacajno odstupa od 3R na sobnoj temperaturi.
Razlog je visoka frekvenca oscilovanja atoma ugljenika. Kovalentna veza izmedu atoma
u dijamantu je veoma jaka, a poSto je masa atoma ugljenika relativno mala, frekvenca

oscilacija w = \/Kk/m je visoka.

7



C | i
3 2

03 0% 03 08 o7 G %0

kT /hw T3 (K%)
Slika 10.1: Toplotni kapacitet dijamanta (slika levo je iz originalnog Ajnstajnovog rada
Ann. Phys. 22, 180 (1907)). C je prikazano u jedinicama cal/Kmol u kojima je 3R ~ 5.96.
Parametar Ty = hw/kp ~ 1320 K. Na slici desno je prikazan toplotni kapacitet na niskoj
temepraturi. Debajeva temperatura za dijamant je Tp = 1850 K.

10.1.2 Debajev model

Temperaturnu zavisnost toplotnog kapaciteta na niskim temperaturama je objasnio Debaj
(P. Debye) 1912. godine. Kljuéni uvid Debaja je bio da atomi ne osciluju nezavisno,
veé¢ postoje kolektivne oscilacije, tj. zvucni talasi. Zbog toga treba uzeti da je frekvenca
oscilovanja proporcionalna talasnom vektoru

w(k) = v|k|, (10.3)

gde je v brzina zvuka. Jednostavnosti radi, pretpostaviéemo da je brzina zvuka izotropna
i da ne zavisi od pravca polarizacije. Srednja energija vibracija je sada jednaka

(B) = 3%t [o(hn) + 3]
k

Y VAR 1
= 3—— [ dkk*hw hwi) + =
ey e o)
Y VAR 1 1
3—— [ dww’—hw hwi) + = | -
ey, st st (o) +
Prefaktor 3 je zbog dve transverzalne i jedne longitidinalne polarizacije, a na prelasku na
integraciju po frekvencama iskoristili smo periodi¢ne grani¢ne uslove, sli¢no kao kada smo
razmatrali elektronsku strukturu.
Po analogiji sa elektronskim spektrom, definiSemo gustinu stanja g(w), gde g(w)dw
odgovara broju moda oscilovanja u intervalu (w,w + dw). Energija izrazena preko gustine

vibracionih stanja je jednaka

uma/dwwm{wwmm+ﬂ, (10.4)
0
gde je
127w? 127w? 92
g(w) =V (27:;;;3 =N (%QZU?’ = Nwig. (10.5)

wp = (67r2nv3)1/3 je Debajeva frekvenca, a Debajevu temperaturu definiSemo sa Tp = huwp.
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Slika 10.2: (a) Toplotni kapacitet srebra (tatke) uporeden sa rezultatom dobijenim u De-
bajevom (puna linija) i Ajnstajnovom modelu (isprekidana linija). Debajeva temperatura
je Tp = 215 K, a Ajnstajnova T = 151 K. Na visokoj temperaturi C' se priblizava
3R = 24.945J/(molK). (b) Toplotni kapacitet srebra podeljen sa T' ima na niskoj temper-
aturi oblik C' = 4T + aT3, gde linearni ¢lan dolazi od elektronskog doprinosa. (preuzeto

iz [1])

Srednja energija dobija sledeci oblik

9NR [ i ! (kBT)"
(B) = = / dww71+c0nst= 9NT (hsT) -+ const.
0

w3 eBhw 15 (huwp)?

. s 3 4 . . .
gde smo iskoristili fooo dr 7= = Tg, a konstantni ¢lan ne zavisi od temperature. Nalazimo

da je toplotni kapacitet
O(E) 1274 (kpT)?3

= M Nk
C=ar R (hep )

(10.6)

proporcinalan 73 &to se slaze sa eksperimentima. Primeé¢ujemo takode da Debajeva teorija
nema slobodne parametre zato $to brzinu zvuka moZemo da odredimo iz eksperimenta,
za razliku od Tg koje bi dobili iz fitovanja rezultata za toplotni kapacitet. Dobijena
je, medutim, stepena zavisnosti toplotnog kapaciteta i na visokim temperaturama, Sto
je svakako pogresno.

Debaj je dobio rezultat koji je ispravan i na visokim temperaturama nakon Sto je
pretpostavio da broj vibracionih moda odgovara broju stepeni slobode. Opravdanje ove
pretpostavke éemo videti u sledeéem odeljku. Mozemo da uvedemo odsecak w., odnosno
najvec¢u mogucu frekvencu oscilovanja, iz jednakosti

We We OJ2 wS
3N = / dwg(w) = QN/ dw— = 3N —.
0 0 Wh 5]

Nalazimo da w. jednako Debajevoj frekvenci w,. Najveéi talasni vektor je k = w/v =
(6m2n)'/3 ~ 1/a. Ukupna energija je sada jednaka

®) = [ daglom [anm ¥ ;] | (10.7)

Primecujemo da je odsecak u frekvenci uklonio i postojanje divergencije u konstantnom
¢lanu za energiju, koji je sada jedanak % Jo¥ dwg(w) = 3N /2. Na visokim temperaturama,
T > hwp/kp, np(fhw) = —2— — "L paje (E) = kpT [;* dwg(w) = 3ksTN, u
skladu sa zakonom Dulon-Petija.
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10.2 Vibracije monoatomskog lanca u jednoj dimenziji

U realnim materijalima disperziona relacija w(k) je linearna samo za velike talasne duzine,
odnosno male talasne vektore. Pre nego Sto se osvrnemo na dinamiku resetke u realnim
materijalima u tri dimenzije, razmotri¢emo vibracije atoma u jednodimenzionom modelu.

Na Slici 10.3 je Ssematski prikazan potencijal u kome se nalaze atomi resetke. Atomi,
odnosno joni, osciluju oko ravnoteznih poloZaja x., u potencijalu

K K

_ 2 3 3

Ux) =U(zeq) + = (2 — 2eq)” + ?CE ) i (10.8)

Na niskim temperaturama je dovoljno zadrzati samo harmonijski ¢lan. Kubni ¢lan, koji je

odgovoran za toplotno Sirenje kristala, dobija na zna¢aju na visim temperaturama.
Posmatramo atome koji su u stanju ravnoteze na rastojanju a. Polozaji ravnoteZe su

odredeni koordinatama x| = na, a pomeraje iz ravnoteZe ozna¢i¢emo sa 06x, = X, — Tpn’

gde n prebrojava atome u lancu. Ukupna energija oscilovanja je jednaka

[\

)

1
Usor = Z Ui — 1) = Upg + Z 503 — oxi1)?. (10.9)
Sila koja deluje na n—ti atom je
P - _aaUtot — ﬁ(éxn_‘_l — 5ajn) + /Q((an_l — (5$n),
L,

pa je jednacina kretanja data sa

2
mﬁéxn = k(0Zpt1 + 0Tp—1 — 20xy,). (10.10)

Trazimo resSenje koje odreduje normalnu modu, tj. kolektivnu oscilaciju sistema kada
sve Cestice osciluju istom frekvencom. S obzirom da je sistem translatorno simetri¢an,
reSenje trazimo u obliku
A iwt—ikzed A iwt—ikna

e = Ae

i : (10.11)

gde se podrazumeva da nam treba realni deo ovog izraza. Zamenjujuéi ovaj ansatz u
jednacinu kretanja, lako se dobija disperziona relacija

K ka
= — |sin — 10.12
w=24/— |sin ( )
A
V()
a
» T ' . KZ.K . . .
m m

Slika 10.3: Sematski prikaz potencijala izmedu susednih atoma. Na temperaturi T atomi
osciluju izmedu pozicija Tyin 1 Tmaz-
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Slika 10.4: Disperziona relacija za monoatomski lanac u jednoj dimenziji.

Slicno kao i za Blohove talase, dovoljno je uzeti vrednosti za k iz prve Briluenove
zone. Talasni vektor k + Zf odgovara istoj modi oscilovanja kao i vektor k& posto je
dxy = Aewt—ilkt2r/ana — peiwt—iknag—i2mn — peiwl—ikna 1, herjodi¢nih grani¢nih uslova
nalazimo da je broj razli¢itih normalnih moda jednak je broju stepeni slobode, odnosno
broju ¢estica N.

Za k < 1/a imamo da je |sink2—“ ~ "‘32—“ ,pajew =~ a\/%U{]. Brzina zvuka, vs = dw/dk,
je jednaka a\/% . Brzinu zvuka mozemo da dobijemo i iz termodinamickih relacija. Ona

je odredena kompresibilno$éu 8 = —%g—;, odnosno modulom elasti¢nosti B = 1/, kao
Vg = % = %, gde smo sa p oznacili gustinu mase. U jednoj dimenziji, koristeci
F = —kdx, dobijamo
5= 1 0L 1 11
T T LOoF Na % (—k)  ka’

pa je brzina zvuka jednaka

v = \/» \/T— a\/i (10.13)

Normalne mode oscilovanja (10.11) predstavljaju rezultat klasi¢ne fizike. Kvantno
reSenje vibracije reSetke se dobija analogno kvantovanju linarnog harmonijskog oscilatora,
uz razliku da se sada kvantuju kolektivne oscilacije, tj. normalne mode.? Ako klasi¢an
harmonijski sistem ima normalnu modu frekvence w, odgovarajuéi kvantni sistem ima
svojstvena stanja energije E, = hw(n + 1/2). Za zadati talasni vektor k svojstvena stanja
imaju energije %hwk, %hwk,. .. Kao u klasi¢nom slu¢aju, veéa energija odgovara veéoj am-
plitudi oscilovanja.

Diskretni kvant vibracije se naziva fonon. Kazemo da je energija mode talasnog vektora
k ekscitvana do nivoa n, ili da je pobudeno n fonona frekvence w i talasnog vektora k. Kao i
u sluc¢aju fotona, fonon mozemo da tretiramo kao ¢esticu ili kao kvantizovani talas. Fononi
su bozonske ¢estice. Popunjenost (srednja ekscitacija) mode je data Boze-Ajnstajnovom

raspodelom
1
h) = ———.
np (/3 ) eBhw _

Srednja energija normalne mode oscilovanja je

(Ek) = hwg [HB(ﬁhwk) + ;] ;

2Videti recimo S. Simon, Exercises 9.1, 9.7.
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pa dobijamo da je ukupna energija

() = 3t na(na) + 5 =5 [ // it (i) + 3]

Sli¢no kao za elektronski sistem, mozemo da definiSemo fononsku gustine stanja g(w) tako
da je g(w)dw jednako broju moda ¢ija je frekvenca nalazi u intervalu (w,w + dw). Energija
jednodimenzionog lanca je jednaka

1
(E) = / oo g(w) o [nB(ﬁhw) + 2] ,
gde je g(w) = 2% %‘. Primec¢ujemo da je razlika u disperzionoj relaciji jedina razlika
koja se pojavljuje u izrazu za energiju u odnosu na Ajnstajnov i Debajev model.

10.3 Vibracije dvoatomskog lanca u jednoj dimenziji

Ako jedini¢na celija sadrzi vise od jednog atoma, onda pored akusti¢kih normalnih moda
postoje i tzv. opticke vibracione mode, za ¢ije pobudenje je potrebna kona¢na energija i u
limesu k& — 0.

Posmatramo model koji je prikazan na Slici 10.5 koji se sastoji od atoma jednake
mase, ali sadrzi alterniraju¢e konstante elasti¢nosti, tako da jedini¢na éelija sadrzi dva
neekvivalentna atoma koji se u ravnotezi nalaze na pozicijama xy'i y,’. Jednacine kretanja
atoma su date sa

d2

m@(hn = k2(0yn — 0xp) + K1(0Yn—1 — dz4), (10.14)
d2

mﬁéyn = K1(0zn+1 — Oyn) + K2(dzy — dyn), (10.15)

gde dzy,(t) 1 0y, (t) oznatavaju odstupanja od ravnoteznih polozaja atoma u n-toj jedini¢noj
¢eliji. Normalne mode oscilovanja trazimo u sledeé¢em obliku
ox, = , (10.16)
oy, = Ayeiimikna, (10.17)

A eiwtfikna
T

Zamenom u jednacine kretanja, dobijamo matri¢nu jedna¢inu

A K + K —Ko — K eika A
2 X _ 1 2 ) 2 1 -
e ( Ay ) B ( — kg — Kpe ke K1+ ko ) ( A, ) . (10.18)

Resenje ovog svojstvenog problema dobijamo iz uslova

(k1 + ko) —mw?  —kg — KrpetR?
. =0. 10.1
‘ —kg — k1e" R (K + Kg) — mw? 0 (10.19)
—c o
m m m m m m

: : 1 n T2 U2 r3 Y3

Slika 10.5: Dvoatomski lanac u jednoj dimenziji. Jedini¢na éelija duZine a je oznacena
isprekidanom linijom.
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Slika 10.6: Diperziona relacija za model dvoatomskog lanca u jednoj dimenziji.

Dobija se mw? = (k1 + K2) £ |k1 + K2e?*?|, odnosno
1
wy = fiLt Ko + —\/HJ% + K3 + 2k1 K2 cos(ka). (10.20)
m m

Ova disperziona relacija je prikazana na Slici 10.6. Dobili smo dve disperzione grane
- akusticku i opticku. PoSto imamo dva atoma u jedini¢noj éeliji, postoji ukupno 2N
vibracionih moda.

U akusti¢koj grani za |k| < m/a dobijamo linearnu zavisnost frekvence od talasnog
vektora,

w_ = maﬂd, (10.21)
§to odgovara brzini zvuka v, = d:;—k‘ =a m Sli¢no kao u prethodnom odeljku, do
izraza za brzinu zvuka mozemo da dodemo preko kompresibilnosti. Effektivna konstanta
elasti¢nosti je jednaka keg = H’jf};, pa je kompresibilnost 5 = —%g—g = —%g—é =

—ﬁ?(;eﬁ) = Relﬂa. Gustina mase je p = 22, pa je vy = 1/[%5 =ay/5t =a 72m&11’*j@).
Pogleda¢emo sada kako izgledaju normalne mode za mali talasni vektor k, odnosno za
velike talasne duzine. U limesu k£ — 0 jednacina (10.18) ima oblik

2 A, K1 + K2 1 -1 A,
w = .
Ay m -1 1 Ay
Svojstveni vektor za w = w_ — 0 je dat sa
Az (1
A,)  \1)’

pa susedni atomi osciluju u fazi (Slika 10.7). Dovoljna je i mala energija da bi pobudili
ovakve zvucne talase. Sa druge strane, frekvenca oscilovanja u optickoj grani za k = 0

jednaka je w = w4 =4/ W, ¢emu odgovara svojstveni vektor
A, 1
A, ) \-1)7
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Slika 10.7: Dugotalasna akusti¢ka (slika levo) i opticka (slika desno) normalna moda.

pa susedni atomi osciluju u suprotnoj fazi. Napomenimo jos da je opticka moda dobila
naziv po tome S$to ova moda moze da bude pobudena putem apsorpcije fotona. Za razliku
od toga, foton ne moze da bude apsorbovan na akusti¢koj vibracionoj modi jer zbog velike
razlike u brzinama, vy < ¢, ne mogu da budu istovremeno ispunjeni zakoni odrZzanja
impulsa i energije.

10.4 Dinamika resetke u trodimenzionim materijalima

Najvaznija svojstva vibracija resetke u realnim materijalima smo mogli da vidimo veé
na primerima u jednoj dimenziji. Ako jedini¢na celija u tri dimenzije sadrzi N, atoma,
onda imamo ukupno 3N, normalnih moda za zadato k. Od toga su 3 mode akusticke, a
3N, — 3 opticke. Znajuéi tip jedini¢ne ¢elije, simetrijsku analizu normalnih moda mozemo
da uradimo uz pomoé tablica ili koristeé¢i neki od programa koji su deo standardnih DFT
programskih paketa.

Ovde ¢emo samo da pokazemo jedan primer. Jedini¢na celija FeSby poseduje Pnnm
(D%ﬁ) prostornu grupu simetrije sa 6 atoma u jedini¢noj ¢eliji. Na Slici 10.8 su prikazane
3 od ukupno 18 vibracionih moda, kao i fononski spektar dobijen iz DFT prorac¢una.
Fononske frekvence u I' tacki se odli¢no slazu sa eksperimentalnim rezultatima dobijenim
pomoc¢u Ramanove i infracrvene spektroskopije.

B3,=122.8 cm”

250 A (b)q250
200 200
% <O:
-—__J
<150 2 150 <
: SN ="
= 100 \C = :/“Ai 0 3
| QHU—/
< 1 A
50 \ 11— 50
| A
4 r X
0
r z T Y © X S R U 0.1 0.2 0.3
k-point grid Dos (states/crunit cell)

Slika 10.8: Primer tri vibracione mode za FeSbs (slika gore). Fononski spektar i fononska
gustina stanja za FeSby dobijeni iz DFT proracuna (slika dole). Crveni trougli¢i (plavi
kruzi¢i) oznacavaju eksperimentalno odredene energije Ramanovih (infracrveno aktivnih)
moda u I" tacki. (N. Lazarevi¢ et al., J. Phys. Cond. Matt. 24, 255402 (2012))
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10.5 Elektron-fonon interakcija

Na sobnoj temperaturi elektron-fonon interakcija je obi¢no glavni uzrok elektri¢nog
otpora metala i poluprovodnika. Rasejanje elektrona nastaje usled vibracija atoma, odnosno
termalne distorzije resetke Cime se naruSava translaciona simetrija. Kvantno-mehanicki
posmatrano, rasejanje elektrona mozemo da opiSemo preko apsorpcije i emisije fonona.
Dominantni su jednofononski procesi u kojima se elektron talasnog vektora k i energije
ek rasejava u stanje dato sa k' i e/, pri ¢emu moraju da budu ispunjeni zakoni odrzanja
impulsa i energije. Dakle,

k=k'+q+K, (10.22)
Ek = €k’ + hwq,

gde su hwq i hq energija, odnosno impuls emitovanog ili apsorbovanog fonona. Nenulti
vektor K odgovara tzv. Umklapp rasejanju. Polazeé¢i od zakona odrzanja, i uzimajudi u
obzir da je hwq < hwp < €, moZemo da dobijemo vreme rasejanja, odnosno otpornost.
Na temperaturama koje su veée od Debajeve temperature, broj fonona priblizno linearno
raste sa temperaturom i dobija se da je p(T) o« T. Za kpT < hwp nalazimo da je
p(T) o< T5. Napominjemo da je Debajeva temperatura za metale uporediva ili manja od
sobne temperature. Za detaljan prikaz videti Ashcroft&Mermin Ch. 26 ili Sigrist Ch. 6.4.
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11. Magnetizam

Magnetna svojstva materijala su od velikog znacaja za primene u energetici i elektronici.
Magnetizam je takode veoma znacajna tema i u savremenoj fizici. To je kvantni efekat za
Cije objasSnjenje je neophodno da se eksplicitno uzme u obzir Kulonova interakcija izmedu
elektrona. Opsta teorija faznih prelaza i kriti¢nih fenomena je u znaajnoj meri proistekla iz
proucavanja (anti)feromagnetizma. Magnetne interakcije su u fokusu fizike jako korelisanih
elektrona, a pogotovu je intrigantna veza izmedu magnetnih interakcija i superprovodnosti
u kupratima i superprovodnicima na bazi gvozda.

11.1 Poreklo magnetnih momenata i Hundova pravila

U klasi¢noj fizici magnetni moment strujne konture je jednak p = IS, gde je S povrsina
strujne konture. Medutim, po klasi¢noj statistickoj fizici magnetizacija sistema u ravnoteznom
stanju je jednaka nuli, kao posledica toga $to energija sistema ne zavisi od magnetnog polja.
Ovo je iskaz Bor-van Leven (Bohr-van Leeuven) teoreme, koju je jednostavno dokazati. U
prisustvu spoljasnjeg magnetnog polja Hamiltonijan sistema je dat sa'

H= % (pi + eA(r;)> + V(ry,...,rn)). (11.1)

Particiona funkcija je jednaka

Z://-../drl...drNdm.--dee_ﬁH-

Posto smena promenljive p;+eA(r;) — P; ne menja granice integracije, particiona funkcija
ne zavisi od vektorskog potencijala, odnosno od magnetnog polja. Samim tim je magneti-
zacija, M = —0F /0B, jednaka nuli. Zaklju¢ujemo da magnetizacija, odnosno postojanje
magnetnih momenata, mora da bude sustinski kvantni fenomen.

Postoje dva doprinosa magnetnom momentu: od orbitalnog kretanja

= —psl, (11.2)

i od spina
Ks = —guBO. (11.3)

Zmak minus potice od negativnog znaka naelektrisanja elektrona. Spin elektrona je s = ho,
gde o, uzima vrednosti +1/2. pp je Borov magneton, up = 2;1 =9.274 x 10724 /T =

0.67kp K/T, a g-faktor je priblizno jednak 2. Magnetni moment protona i neutrona je
znatno manji od magnetnog momenta elektrona usled njihove veée mase.

!'Hamiltonijan u magnetnom polju smo dobili minimalnim kuplovanjem p — p — ¢A, gde je ¢ = —e.
(Videti recimo Blundell, Ch. 1, za opravdanje ove relacije.)
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Koliki je magnetni moment viselektronskog atoma? Odgovor nam daju empirijska Hun-
dova pravila (Hund, 1925). Prvo Hundovo pravilo kaze da elektroni popunjavaju orbitale
tako da maksimizuju ukupan spin S, odnosno |S,|. Po drugom Hundovom pravilu ugaoni
moment L, odnosno |L,|, je maksimalan moguéi uz uslov da je prvo pravilo zadovoljeno.
Po treéem Hundovom pravilu, ukupan moment J = L + S je jednak |L — S| ako je ljuska
manje nego polupopunjena, a |L + S| za veéu popunjenost ljuske. Na primer, sumpor ima
4 elektrona u p-ljusci, koji popunjavaju stanja [, = —1,0,1 sa spinom gore i stanje [, =1
sa spinom dole. Zbog toga je S = [S,| =11 L =|L,| = 1. Posto je ljuska natpolovi¢no
popunjena, nalazimo da je J = L+ 5 = 2.

Prvo i drugo pravilo su posledica minimizacije Kulonove energije uz poStovanje uslova
antisimetri¢nosti ukupne talasne funkcije, odnosno Paulijevog principa (videti Poglavlje
11.4), a treci je posledica minimizacije energije koja potice od spin-orbitne interakcije.

11.2 Paramagnetizam i dijamagnetizam atoma

Analizira¢emo najpre Hamiltonijan atoma koji ima samo jedan valentni elektron. Hamil-
tonijan je dat sa

1
H= %(P+6A)2+guBB'G+U(r)' (11.4)

Clan koji zavisi od spina se naziva Zemanov ¢lan (P. Zeeman). Iskoristi¢emo kalibraciju
A = %B X r 1 stavicemo da je magnetno polje usmereno duz z-ose. U ovoj kalibraciji je
p-A = A . p. Dobija se

2
H:H0+,uBB~(l+go')—|——f|B><r|2 (11.5)

gde je Hy = % 4+ U(r) i Bl = r x p. Clan koji zavisi od orbitalnog i spinskog mag-
netnog momenta daje paramagnetni doprinos susceptibilnosti, a ¢lan proporcionalan B2
daje dijamagnetni doprinos.

Pogledajmo najpre izraz za spinsku susceptibilnost bez da uzmemo u obzir orbitalno
kretanje. Particiona funkcija spina 1/2 je jednaka Z = e Pr8B 4 P58 Magnetni moment

po spinu je m = —g—g = 8B( L1InZ) = pptanh(BupB), pa je spinska susceptibilnost
jednaka
1. oM 1 | oM Lol
lim lim = 11.6
XV asooH ~ VEao"aB ~ VkpT (11.6)

gde n oznacava gustinu Cestica. Ovaj izraz je poznat kao Kirijev zakon, a paramagnetizam
koji potice od lokalnih magnetnih momenta nazivamo Lanzevinov (P. Langevin) ili Kirijev
(P. Curie) paramagnetizam.

U slu¢aju da imamo viSe valentnih elektrona Hamiltonijan glasi

2
e
zy:f%+u334L+gsy+&nE;usme, (11.7)

gdejeL=>",1;1S =), s;. Paramagnetni ¢lan ima priblizan oblik
Hp = g/‘LBB : Ja
gde je J ukupan ugaoni moment, J = L + S, a efektivni g-faktor je jednak

3 S(S+1)-L(L+1)
D) 2J(J +1)
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(videti Blundell, Appendix C). Sli¢no kao za S = 1/2, dobijamo izraz za spinsku suscepti-

bilnost

= 2

Dijamagnetni doprinos, odnosno Larmorov (Larmor) dijamagnetizam, postaje vazan
kada je L = S = J = 0, kao u sluc¢aju plemenitih gasova. Isto vazi kada imamo popunjene
molekulske orbitale, kao na primer u Ng, gde je takode L = § = J = 0. Dijamagnetnu
susceptibilnost (na 7' = 0) dobijamo iz izraza za energiju

Z Z Z

e? 9 e?B? 9 9 e?B? 9
0F = %Z“B xril7) = S Z@z +y;) = om Z<Tz>

i=1 i=1 =1

Stavili smo B = Bz i iskoristili (z? + y?) = 2(r?). Magnetizacija po atomu je M/N =

—0FE /0B = —66—;3 S°Z (r?). Susceptibilnost x = T o %—%‘B:O je jednaka
z
X = —n'UJO—Q2 Z<r~2>. (11.9)
6m = !

Namopenimo na kraju da se za J =0, ali L # 0, S # 0, dobija u drugom redu teorije
perturbacije paramagnetni, van Vlekov (J. H. Van Vleck), doprinos magnetizaciji (videti
Blundell, Ch. 2.4).

11.3 Magnetni momenti u metalima i izolatorima

U metalima su valentni elektroni delokalizovani (“putujuci”’, itenerant) tako da ne postoje
lokalni magnetni momenti, pa samim tim ni Kirijev paramagnetizam. Kao $to smo pokazali
u odeljku 3.4, susceptibilnost ima Paulijev oblik

Xrauts = HotiBg(€r), (11.10)

gde je g(ep) gustina stanja na Fermijevom nivou. Paulijeva susceptibilnost je znatno
manja od Kirijeve §to moZemo lako da vidimo ako uporedimo Paulijevu susceptibilnost za
slobodne elektrone i za lokalne momente spina 1/2,

2 3n
XPauli /’LO'U/B 2EF kBT
~ 2 n_ )
XCurie ,U‘O,U‘Bm Ep

gde je n oznacava gustinu elektrona.
Pored Larmorovog dijamagnetizma koji poti¢e od unutrasnjih elektrona i dat je izrazom
(11.9), u metalima postoji i Landauov dijamagnetni doprinos od valentnih elektrona (videti

Blundell Ch. 7)

1
XLandau - _gxPauli' (1111)

U pojedinim metalima poput bakra, dijamagnetni doprinos Xirendee + Xroarmor j€ Veci od
Paulijevog tako da je bakar dijamagnet.

Postojanje lokalnih magnetnih momenata u izolatorima je usko povezano sa pojmom
Motovih izolatora, ¢ije objasnjenje moramo da potraZzimo izvan konvencionalne Blohove
zonske teorije. U Motovim izolatorima imamo neparan broj valentnih elektrona pa bi
prema zonskoj teoriji sistem morao da bude metalan. Ipak, jaka kratkodometna ekrani-
rana Kulonova interakcija sprecava dvostruku okupiranost orbitala i dovodi do lokalizacije
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Slika 11.1: Orijenaticija d orbitala i razdvajanje energijskih nivoa na primeru Fe3+.

talasnih funkcija.? Zbog toga, Motovi izolatori poseduju lokalne magnetne momente (5to
se moze videti po magnetnoj susceptibilnosti koja je Kirijevog tipa, x ~ 1/7"). U Motove
d-ljuska) i retkih zemalja (delimi¢no popunjena f-ljuska). Najpoznatiji Motovi izolatori su
visokotemperaturni superprovodnici - kuprati.

Kako kristalno okruZenje menja vrednost lokalnog magnetnog momenta? Jedna raz-
lika nastaje zbog valence jona u kristalu. Na primer, izolovani atom Pr: [Xe| 4f36s2, po
Hundovim pravilima ima magnetni moment J =9/2 (S =3/2, L=6,J=L -5 =9/2).
U mnogim jedinjenjima, medutim, imamo jon Pr3*: [Xe] 4f26s, ¢iji je magnetni moment

J=4(S=1,L=5J=L—S8=4).

Drugi razlog promene magnetnog momenta je razdvajanje energijskih nivoa usled kristal-
nih polja (crystal field splitting), koje nastaje zbog naruSenja sferne simetrije potenci-
jala u kome se jon nalazi. Posmatrajmo primer atoma gvozda u oktaedarskom okruzenju
atoma kiseonika, gde se formira jon Fe?t: [Ar|3d°. d orbitale elektriona nisu simetri¢ne:
duy, dzz, dy (t2g) su usmerene izmedu x,y, z osa, dok su d,2,d,2_,2 (ey) orbitale usmerene
duz koordinatnih osa. t94 orbitale imaju manje preklapanje sa p orbitalama kiseonika koji
se nalaze u temenima oktaedra, tako da je energija to4 orbitala niza nego e, orbitala (Slika
11.1). U prisustvu slabog kristalnog polja, tj. male razlike u energijama ty, i e, orbitala,
Hundovo pravilo primenjujemo na svih 5 orbitala pa dobijamo da je ukupan spin S = 2.
Za jako kristalno polje svih 6 elektrona popunjava t9, orbitale i ukupan spin je S = 0.
(Obratite paznju da je na Slici 11.1 prikazana ilustracija za jon Fe3T, a ne Fe?*.)

Koliko iznosi orbitalni ugaoni moment L? Uticaj kristalnih polja na orbitalno kretanja
d elektrona je znacajan (posto je polupre¢nik za 3s i 3p orbitale manji nego za 3d, pa su
d orbitale slabo ekranirane), tako da dolazi do mesanja svojstvenih stanja za razli¢ito L,.
Veoma Cesto je (Ly) ~ (Ly) ~ (L) = 0, odnosno L = 0 (quenching of the orbital angular
momentum), pa je § = g = 2, pefr = 2upy/S(S+1) 1 J ~ S (Blundell, Ch. 3). Uticaj
kristalnih polja na f elektrone je znatno slabiji posto su oni zasti¢eni od uticaja kristalnih
polja 5s i 5p elektronima koji imaju veéi polupreénik orbitale nego 4f elektroni.

2U tzv. jako korelisanim materijalima mogu da postoje elektroni koji su na granici izmedu lokalizovanih
i “putujuéih” (itinerant), pa je fizika u ovim sistemima znatno komplikovanija.

89



11.4 Izmenska interakcija

Po klasi¢noj elektrodinamici, energija interakcije dva magnetna momenta (odnosno mag-
netna dipola) na rastojanju r je jednaka

pop’
A3’

4dr3

3
Ky By — ﬁ(ﬂl r)(py )| ~

Ako uzmemo da je magnetni moment ~ pp i rastojanje ~ 1 A, dobija se energija dipola
~ 1 K (u jedinicama kp = 1). Dakle, klasi¢na magnetna interakcija ne bi mogla da dovede
do feromagnetizma na sobnim temperaturama. Efektivna interakcija koja dovodi do mag-
netnog uredenja je zapravo posledica Kulonove interakcije i antisimetri¢nosti elektronske
talasne funkcije. Ova interakcija se naziva izmenska interakcija (exchange interaction) koju
¢emo da prikazemo kroz dva vazna primera.

11.4.1 Direktna feromagnetna izmenska interakcija

Posmatrac¢emo pojednostavljen primer sistema od dva interagujuca elektrona u polju jezgra
(ili jezgara u slu¢aju molekula). Ograni¢i¢emo se na potprostor odreden dvema jednocestic-
nim orbitalama 1, (r) 1 ¥3(r) koje su popunjene sa po jednim elektronom. Modelni Hamil-
tonijan ima oblik

H = H()(I‘l) -+ Ho(I‘Q) + U(I‘l,rg). (1112)

Jednocesti¢ni bazis je odreden stanjima {|a 1), |a |),[b 1), [b 1)}, gde je |a 1) = ¥a(r)x4(s) i
Hoo(r) = €qtba(r) itd., a U(ry,r2) = €2/(4meg|r1 — ra]). Da bi odredili matri¢ne elemente
i potom resili svojstveni problem matrice dimenzije 4 x 4, potrebno je da vodimo racuna
o antisimetri¢nosti ukupne (dvocesti¢ne) talasne funkcije. Napisaéemo odmah rezultat.?

3Izvodenje nije posebno komplikovano. Polazi se od bazisa u prostoru dvogesti¢nih stanja koji je dat sa
{lat;6 M), lald;bl), lat;04),]ad;b 1)}, gde moramo da vodimo ra¢una da su ova stanja antisimetrizovana.
Na primer,

atiot) = —= D 1= et opn -t olat)
= % [tha(r1)hs(r2) — Pu(r1)va(ra)] x1(s1)x1(s52).
Hamiltonijan je u matri¢nom zapisu jednak
Cab — Jab 0 0 0
Heturars| O ot 00|
0 0 —Jab  Cap
gde je
e? 2 2
Cu = [ drsdrs et )P (ra)

2
Jo = / drydes—— (e i (£2) e (02 ) ().

47T€0|1‘1 — 1‘2‘

Cap 0znacava Kulonov, a J,; izmenski integral. Dijagonalizacijom ovog Hamiltoinijana dobijamo svojstvene
vektore Vg, i svojstvene energije Eg/r.
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Svojstvene talasne funkcije su antisimetri¢ne (simetri¢ne) u spinskom, odnosno simetri¢ne
(antisimetri¢ne) u orbitalnom potprostoru

Ty = ;5 [a(r1) s (2) + n(r1)a(r2)] x5, (11.13)

1
V2

Singletno spinsko stanje je dato sa

Up = [Va(r1)Pp(r2) — Pp(r1)a(r2)] X7 (11.14)

1
XS:E(‘TU_‘iT))a (11.15)
a tripletna spiska stanja su
1
= {11 o5 0+ 1), b (1116
gde smo uvele oznake x4(s1)x1(s2) = | 1) itd. Svojstvena energija singletnog stanja je

Eg=c¢4+¢ep+ Cup + Jup, a tripletnog Er = €4 + €5 + Cop — Jup. MozZe da se pokaze da je
u ovom modelu Jg; > 0. Dakle, iako je interakcija izmedu elektrona spinski nezavisna, iz
zahteva da je ukupna talasna funkcija antisimetri¢na, dobili smo da su energije singletnog
i tripletnog stanja razli¢ite. Izmensku konstantu J definiSemo sa

2

J = ES — ET = 2Jab = 2/dr1dr2 i/JZ(I'l)IpZ(I‘g)l/}a(rg)l/}b(rl). (11.17)

47T€0|I'1 — I'2’
Sada moZzemo da definiSemo efektivni spinski Hamiltonijan
H*P™ = _JS; - Sy, (11.18)

koji ima istu razliku svojstvenih energija kao polazni Hamiltonijan. Da bismo ovo pokazali,
iskoristi¢emo identitet S? = (S; + S2)? = S? + S3 + 2S; - So. Posto spinski operator S?
ima svojstvene vrednosti S(S 4 1), imamo da je S} = S3 = 3, dok je S? = 0 (52 = 2)
u singletnom (tripletnom) stanju. Dakle, svojstvene vrednosti operatora S; - Sg su 1/4
u tripletnom stanju i —3/4 u singletnom stanju, pa se dobija razlika energija izmedu
singletnog i tripletnog stanja jednaka J. Ova vrednost je jednaka razlici energija
singletnog i tripletnog stanja u polaznom Hamiltonijanu. Pozitivna vrednost J > 0 dovodi
do tripletnog osnovnog stanja, dok bi za J < 0 imali singletno osnovno stanje. Kvalitativno
reCeno, elektroni su medusobno udaljeniji u tripletnom stanju kada je orbitalni deo talasne
funkcije antisimetric¢an, pa je energija Kulonove interakcije u ovom slu¢aju niza. Navedeni
primer obja$njava vaZenje prvog Hundovog pravila.*

11.4.2 Kineticka antiferomagnetna izmenska interakcija

Prikazac¢emo sada drugi tip izmenske interakcije koji najéesée dovodi do antiferomagnetnog
uredenja. Posmatrac¢emo tzv. Habardov dimer (Hubbard dimer), ¢iji je Hamiltonijan u
formalizmu druge kvantizacije dat sa

H=-t Z(CLUCBU + CTBUCA(,) + U(nayna, + nging,), (11.19)

o

4Mehanizam koji dovodi do prvog Hundovog pravila je zapravo nesto komplikovaniji, videti Simon,
Ch. 19.2.
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Slika 11.2: Habardov dimer. Elektroni sa antiparalelnim spinovima mogu da prelaze sa
¢vora na ¢vor, dok je hoping za paralelne spinove blokiran usled Paulijevog principa.

gde su ch (cy) operatori kreacije (anihilacije), a n,, = cTAGcAg (ng, = CTB(,CBU) oznalava

operator broja Cestica na ¢voru A (B). Uzimamo da se na svakom ¢voru nalazi po jedna
orbitala. Prvi ¢lan u Hamiltonijanu je kineticki ¢lan koji opisuje prelaze (hoping) elektrona
izmedu dve orbitale, a drugi ¢lan je potencijalni ¢lan koji opisuje Kulonovu interakciju
dva elektrona kada se nadu na istoj orbitali. Parametar U odreduje ja¢inu interakcije.
S obzirom da jedna orbitala moZe da bude prazna, popunjena sa jednim elektronom spina
gore ili dole, ili dvostruko popunjena, ukupan Hilbertov prostor dimera je dimenzije 4 x4 =
16.

Da bi odredili izmensku interakciju ograni¢i¢emo se na Hilbertov potprostor sa dva
elektrona, koji je odreden bazisnim vektorima

L0, 1010, [ 50, T D I 1) 1440}
= {CL¢CL¢|O>7 CETCEJO% CLTCLJO)’ CTL\iCLT’O>7 CLTCLT‘O>’ CL¢CL¢|O>} .

Slede¢i korak je da se napise Hamiltonijan u ovom potprostoru® i resi svojstveni problem
(Simon Ch. 23.3). Za energijski spektar dobijamo (videti Sliku 11.3): $(U+VU? + 16t2), U,
0,0,0, 3 (U —vUZ + 16t2). U limesu t < U dobija se priblizno U+4 U,0,0,0, — 4. Prve
dve svojstvene vrednosti odgovaraju svojstevnim stanjima sa dvostrukom popunjenoséu,
a vrednost 0 tripletnom stanju sa jednostruko popunjenom orbitalom. Energija —4t?/U
odgovara singletnom stanju ¥g = %ﬂ 1) —14:1)) +0(t/U). Razlika energija u singlet-

nom i tripletnom stanju, J = Eg — Er = —% < 0, favorizuje antiparalelnu orijentaciju
spinova. Zakljuéujemo da (virtuelni) hoping u singletnom stanju dovodi do sniZavanja
kineticke energije, dok je u tripletnom stanju hoping blokiran zbog Paulijevog principa.

Naglasimo da su ovi zakljuéci izvedeni pod pretpostavkom jake interakcije U. Pri
slaboj interakeiji, U/t < 1, osnovno stanje jeste singletno ali talasna funkcija dozvo-
ljava dvostruku popunjenost orbitala i poprima oblik vezujuc¢e molekularne orbitale |¥) ~
(| 1500 + | 15 — [ L) +10;1))). U ovom sluéaju nemamo magnetne momente i ne
mozemo da napiSemo efektivni spinski Hamiltonijan.

®Matri¢ni elementi se lako dobijaju u zapisu druge kvantizacije. Na primer, (1;0/H|1;])
(chcl [0 HE el 10) = (Oleajear(—t)cly epiclisch 0) = t(0lcajcarcl el (1 — ¢k esy)|0)
—t{0|(1 — ciwcAi)(l — CLTCAT)|O> = —t. Hamiltonijan u potprostoru sa dva elektrona ima oblik

v 0 -t t 0 0
0o U -t t 0 O
-t -t 0 0 0 O
t t 0 0 0 0|’
0o o0 0 0 0 O
0O o0 O 0 0 O

odakle dijagonalizacijom lako nalazimo svojstvene energije.
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Slika 11.3: Dvocesti¢ni energijski nivoi u modelu Habardovog dimera.

11.5 Tipovi magnetnog uredenja

U makroskopskim sistemima izmenska interakcija moZze da dovede do dugodometnog
magnetnog uredenja, odnosno do spontane magnetizacije. Osnovni model za opisivanje
magnetizma koji poti¢e od lokalnih magnetnih momenata je Hajzenbergov model,

1
H= —§Zjijsi-sj, (11.20)
2¥)

koji dobijamo kada generalizujemo izraz za izmensku interakciju na beskona¢nu resetku.
Cesto je dovoljno zadrzati samo interakciju izmedu najblizih suseda. Za J > 0 se dobija
feromagnetno uredenje ispod kriti¢ne temperature T.. Na primer, EuO je feromagnetan
ispod T, = 70 K. Za J < 0 se dobija antiferomagnetno (Nelovo, L. Néel) uredenje, koje se
esto javlja u u oksidima prelaznih metala ili retkih zemalja.® Na primer, antiferomagneti
su MnO (Nelova temperatura 7, = 116 K), NiO (7. = 525 K), YBagCu3Og (T, ~ 500
K). Zanimljivo je da je magnetni mineral magnetit, Fe3sOy4, zapravo ferimagnet. Spinovi
na susednim jonima gvozda su antiferomagnetno poredani, ali je magnetizacija razli¢ita na
razli¢itim podresetkama, tako da je ukupna magnetizacija nenulta (Slika 11.4).

A, A

Slika 11.4: Tustracija feromagnetnog i antiferomagnetnog uredenja, magnetne frustracije,
kao i ferimagnetnog uredenja.

5Posto je ukupna magnetizacija jednaka nuli, detektovanje antiferomagnetnog uredenja nije sasvim
jednostavno. Antiferomagnetizam moze da se primeti po kinkovima (neanaliti¢nosti) u termodinamic¢kim
veli¢inama poput spinske susceptibilnosti. Najprecizniji podaci se dobijaju rasejanjem neutrona. lako su
neutroni elektri¢no neutralni, oni poseduju spin 1/2 i zbog toga nose informaciju o magnetnom uredenju
kristala na kojem ih rasejavamo.
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Pored jacine izmenske interakcije, magnetna svojstva zavise od oblika resetke, kao i od
stepena anizotropije. T, je znatno nize za trougaonu reSetku usled frustracije magnetne in-
terakcije. U tzv. frustriranim sistemima ne mozemo da usmerimo spinove tako da izmenska
energija izmedu svaka dva susedna spina bude minimalna (Silka 11.4).

Anizotropija dovodi do preferentnog pravca za magnetno uredenje. Jednostavan model
koji favorizuje spinsku polarizaciju duz z-ose je dat Hamiltonijanom

1 2\2
H = —3 Z JijSi - S; — “Z(Si) ; (11.21)
2,7 2

gde parametar k odreduje ja¢inu anizotropije. U slucaju veoma jake anizotropije Hajzen-
bergov model se svodi Izingov (Ising) model

1
H= —§Zjija,-aj, (11.22)
Zh]
gde o; uzima vrednosti +5.

11.6 Magnetni domeni i histerezis

Konstatovali smo da je dipolna magnetna interakcija slaba i da ne bi mogla da dovede
do magnetnog uredenja na T' 2 1 K. Medutim, ako postoji makroskopska magnetizacija,
odnosno veliki broj isto orijentisanih magnetnih momenata, ukupna energija magnetne in-
terakcije viSe nije zanemariva. Dipolna interakcija je dugodometna, Egipore ~ -y /73, §to
dovodi do interakcije velikog broja magnetnih momenata. Zbog toga se formiraju magnetni
domeni sa suprotno orijentisanim magnetnim dipolima, ¢ime se sniZava magnetostaticka
energija. Stanje najniZe energije odgovara nultoj ukupnoj magnetizaciji. U spoljasnjem
magnetnom polju paramagnetno orijentisani domeni se uvecavaju, ali nakon iskljuc¢enja
polja, magnetizacija bi nestala (Sika 11.5).

Za postojanje permanentnih magneta je klju¢no postojanje necistoc¢a, odnosno defekata
u kristalu. Energija domenskog zida, koji definiSemo kao granicu na kojoj se menja ori-
jentacija magnetizacije, se smanjuje ako on prolazi kroz nemagnetne necistoc¢e (defekte) u
kristalu, posto na tom mestu ne postoji energijski nepovoljna izmenska interakcija (Slika
11.6). U jakom polju magnetni domeni teze da se zakale za necistoée (pinning). Kada
isklju¢imo spoljasnje polje, domenski zidovi mogu da ostanu zakaceni za defekte u kristalu,
pa feromagnetno uredenje moZe da opstane i u nultom polju.

Razmotri¢emo sada malo paziljivije domenski, odnosno Blohov zid. Postojanje domen-
skog zida je svakako energijski nepovoljno sa stanovista izmenske interakcije posto na njemu
imamo spinove suprotnih orijentacija za J > 0. Dakle, postoji kompeticija izmedu formi-
ranja domenskog zida koji povecava energiju sistema i dipolne interakcije magnetnih do-
mena koja snizava energiju. Kolika je Sirina domenskog zida? U slu¢aju veoma jake

==

e prpt o<

Slika 11.5: Ilustracija formiranja magnetnih domena.
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Slika 11.6: Energija domenskog zida je niza ako domenski zid prolazi kroz poziciju defekta
u kristalu. Defekt je na slici oznaden tackom, odnosno nedostaju¢im spinom. Energijski
nepovoljni parovi suprotno orijentisanih spinova su oznaceni linijom. Pretpostavili smo
jaku anizotropiju pa su spinovi usmereni duZ preferentnog pravca. Ako domenski zid
prolazi kroz defekt (slika desno), broj ovakvih parova se smanjuje za dva, $to sniZava
ukupnu energiju sistema.

anizotropije spinovi se usmeravaju duz pravca anizotropije, pa je Sirina domenskog zida
prakticno jednaka konstanti reSetke. Medutim, najc¢eSée je anizotropija slabija, tako da je
energijski povoljnije postepeno obrtanje spinova.

Staviéemo da je duzina magnetnog domena L = Na, tj. da ga ¢ini N spinova koji
postepeno menjaju pravac (Slika 11.7). Ako su dva susedna spina orijentisana pod uglom
00 = w/N, izmenska interakcija se povecava za

(90)®

1 T\ 2
_ 72 (62~ 7209 g2 (T
0Eone—bond = —J S cosdl — (—JS) =~ JS 5 2JS (N) . (11.23)

Po jedinici povrSine A, izmenska energija na celom domenskom zidu je uveéana za

OE, stiffness

O Estiffness L
A/a? '

772 )
= NoFEone—bond = ?JS N

Usled anizotropije energija domenskog zida je takode poveéana posto spinovi nisu orijen-
tisani duz preferentnog pravca. Ovu energiju procenjujemo (do na prefaktor) sa

o Eanisotropy 2
——— ~ KkS°N.
Ala? "

SERREERR2222LL
$44 el g e s

- T >

Slika 11.7: Blohov domenski zid na gornjoj slici je Sirine a, a na donjoj L ~ 10a.
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Optimalnu Sirinu zida nalazimo minimizacijom energije, odnosno iz uslova 0Fiota =
6(Estiffness + Eanisotropy) =0. DObija se da je

J
N ~ [ —. 11.24
: (11.24)

Sirina domenskog zida se, otekivano, povecava sa smanjenjem anizotropije.

U mnogim kristalima Sirina domenskog zida je reda ~ 100a, $to znaci da u 3d materijalu
domenski zid obuhvata ~ 10% atoma. Odavde sledi da su u kristali¢ima koji obuhvataju
~ 10% atoma svi spinovi priblizno paralelni i da ga moZemo posmatrati kao magnetni
dipol fiksne magnitude. Jednostavna analiza orijentacije magnetnog dipola u spoljasnjem
magnetnom polju moZe da nam pomogne da razumemo histerezisnu krivu. Energija po
jedinici zapremine ovakvog dipolnog momenta je

E
V:EO—M-B—,%ME,

gde je pravac anizotropije duz z-ose. Usmeri¢emo polje B isto duz z-ose. Dakle,

E
v = Ey — MBcost — kM?cos? 6. (11.25)

U zavisnosti od magnetnog polja, funkcija f(r) = Eg — M Bx — kM?x? pored globalnog
minimuma moZe da ima i lokalni minimum energije koji odgovara metastabilnom stanju.
Ovde smo se naravno ograni€ili na interval —1 < x < 1. Za B = 0, postoje dva jednaka
minumuma energije u x = +1. Sa poveéanjem magnetnog polja menja se relativna vrednost
ovih minimuma energije, od kojih jedan odgovara metastabilnom reSenju. Za B > B, =
2k M, maksimum parabole se pomera iz intervala —1 < z < 1 pa preostaje samo jedan
minimum energije u ovom intervalu (Slika 11.8). Dakle, ako posmatarmo samo jedan
dipolni moment i ako zanemarimo termalne fluktuacije, potrebno nam je kona¢no magnetno
polje da bi izbacili sistem iz metastabilnog stanja i promenili orijentaciju magnetizacije.

Generalizacijom na slucaj polikristala koji se sastoji od velikog broja kristali¢a mozemo
da objasnimo tipi¢nu histerezisnu krivu, koja objaSnjava postojanje spontane magneti-
zacije, odnosno permanentnih magneta. Magnetno polje B. za koje magnetizacija menja
znak se naziva koercitivno polje (Slika 11.8).

B=0 B>0 B>B

crit

Unstable max V‘v&

: , S S—— 5
i =S 1
RS
1 cos B 1 -1 cosd ! -t costl t f
&‘éﬁ%& \

Moments opposing field Moments aligned w/ field
Metastable Stable ground state Q’dﬂ 1 Tesla

Slika 11.8: Energija jednog magnetnog domena u funkciji magnetnog polja (slika levo).
Magnetni histerezis u polikristalu nastaje postepenim preokretanjem magnetnih domena
kristali¢a (slika desno). (preuzeto iz [1])
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11.7 Vajsova teorija srednjeg polja

Teorija srednjeg polja, odnosno Vajsova teorija (P. E. Weiss), pruZa najjednostavniji opis
magnetnih faznih prelaza. Posmatra¢emo primer Izingovog modela spina 1/2 sa feromag-
netnom izmenskom interakcijom J > 0, ¢iji je Hamiltonijan dat sa

1
H:_ijzgigj +guBBZO'j. (11.26)
(1,5 J
Fokusira¢emo se na spin u tacki reSetke i. Njegova interakcija sa okolinom je opisana
Hamiltonijanom

H; = | gupB — JZO’j o; = guBBet i04,
J

gde j prebrojava najbliZe susede spina ¢. U aproksimaciji srednjeg polja operator gupBeg,; =
gusB — JZ]. 0; zamenjujemo srednjom vredno§cu

gis(Besri) = gusB — 1Y (o) = gpusB — Jz(0),
j

gde je z broj najblizih suseda i gde smo pretpostavili da je reSenje uniformno. Sada je lako
izracunati particionu funkciju

Z; = e~ 2P9nB(Bert) | o3B9np(Ber)

i srednji spin (o) = Z% D=t oae B

(o) = — tanh Bﬁgque@] = — tanh [;5(%3 — Jzo))|. (11.27)

Ova jednacina se naziva jednatina samousaglasenosti, posto zadaje uslov da je spin okoline
(rezervoara, medijuma) jednak srednjoj vrednosti izabranog spina.

Potrazi¢cemo najpre reSenje za B = 0. Koristeéi razvoj tanhx ~ x — %x?’, nalazimo
da jednacina samousaglaSenosti ima magnetno resenje (o) # 0 za %BJ z > 1, odnosno za

T < 1T, gde

Jz
T, = 2% 11.28
1k, ( )

oznacava kritinu temperaturu. Magnetizaciju u okolini kriti¢ne temperature, odnosno za
1-T/T, < 1, mozemo da odredimo analiticki. Zadrzavajuéi ¢lan treceg reda u Tejlorovom

razvoju nalazimo da je
_1BJz 1/8Jz\*, 5
0) = 55570 - 5 (52) @

U ¢lanu trec¢eg reda moZemo da stavimo 3 =~ 1/kgT., pa je fJz/2 =~ 2. Dobijamo jedna¢inu

odnosno

(0)? = Z <4Z§T—1> :i(?—1> zi<1—£). (11.29)



|
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Slika 11.9: Magnetizacija u teoriji srednjeg polja (slika levo). Eksperimentalno izmerena
magnetizacija nikla, kao i legure bakra i nikla, se prili¢no dobro slaze sa rezultatom u teoriji
srednjeg polja. (preuzeto iz Rev. Mod. Phys. 25, 34 (1953))

Dakle, za T < T, dobijamo da magnetizacija m = —gug(o) ima stepenu zavisnost od

T, - T, ,
T.—-T
m o ( ) , (11.30)

T

gde se eksponent  naziva kriti¢ni eksponent. U teoriji srednjeg polja 5 = 1/2.
Susceptibilost za T' 2 T, mozemo takode da odredimo analiticki. U malom magnetnom
polju, zadrzavajuéi samo prvi ¢lan u Tejlorovom razvoju, dobijamo

1 [BJZ@ B BguBB}

(o) ~

2 2 2
odnosno = —gunlo) 241 (o) = %73.
ks(T —T,)
Spinska susceptibilnost, x = updm/9B, je jednaka
T-T,\"
X = Xcurie ( 7 C) : (11.31)
c

gde je v = 1. Susceptibilnost divergira za T'— T.! jer je sistem na granici spontanog mag-
netnog uredenja, pa malo spoljasnje magnetno polje dovodi do velike magnetizacije sistema.
U antiferomagnetima susceptibilnost ne divergira na T, vec ima kink (neanalati¢nost). U
ovom slucaju reSenje u teoriji srednjeg polja dobijamo postavljajuéi jednacine samousagla-
Senosti za dve podresetke (Simon, Exercise 22.5).

Sasvim opste, u slu¢aju kontinualnog faznog prelaza postoji stepeni zakon parametra
poretka u okolini kriti¢ne tacke. Koeficijente £ i v se nazivaju kriti¢ni eksponenti. Ta¢na
vrednost eksponenata zavisi od tipa parametra poretka i dimezionalnosti sistema. Teorija
srednjeg polja postaje egzaktna u limesu beskona¢ne dimenzije. Za Hajzenbergov model
u tri dimenizije numeri¢ki nalazimo § = 0.367 i v = 1.388, $to se prili¢no dobro slaze sa
izrazom za rezultatom u teoriji srednjeg polja’ (Slika 11.9).

"U 1d nema dugodometnog magnetnog uredenja na T > 0. U slu¢aju 3d Hajzenbergovog modela
spinske ekscitacije ¢ine spinski talasi (videti Blundell Ch. 6.6). Dve dimenzije su grani¢ni slu¢aj u kome
takode ne postoji dugodometno magnetno uredenje na T > 0 (Mermin- Wagner-ova teorema). Za Izingov
model postoji fazni prelaz u 2d (Onsager, 1944) posto parametar poretka nema kontinualnu simetriju.
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11.8 Stonerov kriterijum za feromagnetizam u metalima

U metalima su valentni elektroni delokalizovani (“putujuéi”, itenerant) tako da ne pos-
toje lokalni magnetni momenti. Ipak, magnetno uredenje moZe da postoji, Sto objasnjava
Stonerov model feromagnetizma. Posmatraéemo Habardov model ¢iji je Hamiltonijan na-
jzgodnije prikazati u zapisu druge kvantizacije. Hamiltonijan glasi

H=Hy+ Hyy = — Z tl'jc;facjg + Z Unmnw. (11.32)

1,J,0 %

Hj je kineticki ¢lan, a Hiy opisuje kratkodometnu (on-site) interakciju kojoj su izloZeni
elektroni kada se nadu na istoj orbitali. n;, su operatori broja Cestica, Habardov parametar
U odreduje jacinu interakcije, a t;; je hoping parametar. c;, (cja) su operatori anihilacije
(kreacije) elektrona. Za U = 0 sistem je neinteragujudi i u tom sluc¢aju bi lako odredili dis-
perzionu relaciju £(k), odnosno dijagonalizovali Hamiltonijan. Za U # 0 egzaktno reSenje
znamo samo u posebnnim sluc¢ajevima, a ina¢e moramo da pristupimo aproksimacijama.
Habardov model je polazni model u prouc¢avanju jako korelisanih sistema, Sto je jedna od
najzastupljenijih tema u savremenoj fizici.

Pojavu spontane magnetizacija u ovom modelu mozemo da razumemo kao kompeticiju
dva procesa: (i) spinska polarizacija smanjuje potencijalnu energiju jer smanjuje dvostruku
okupiranost orbitala (u grani¢nom slu¢aju kada su svi spinovi polarizovani energija inter-
akcije je jednaka nuli). (ii) spinska polarizacija, medutim, povec¢ava kineti¢ku energiju jer
se polarizacijom elektroni izmestaju iznad Fermijieve energije za M = 0.

Jednostavan kriterijum za nastanak spontane magnetizacije mozemo da dobijemo u
aproksimaciji srednjeg polja. Operator Un;n; zamenjujemo srednjom vrednoséu na
sledeéi nacin

=~ S

U U U
Unipniy = o (mig +n3y)* = iy = ni)* & 2 (mag 4 mag)® = - (nip —nag)?. (11.33)

4

Interakciona energija je jednaka

U VM \?
Hint) = N—- | 2% — :
(o) 1" <N MB) ]
gde x = (n;+ +n;|) oznaCava popunjenost reSetke, a M = —%MB@MT — n;)) magnetizaciju.

Slika 11.10: Sematski prikaz Habardovog modela.
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Pri nenultoj magnetizaciji kineticke energije elektrona na Fermijevom nivou za spin
dole i spin gore se razlikuju: e€py = e + %3, Epy = Ep — %‘E, gde de zavisi od razlike
gustine elektrona razli¢itih spinova, ny —n = 65@. Magnetazicija je M = —pu 355@
(Podsetimo se da g(er) odreduje gustinu elektrona kada su ura¢unate obe projekcije spina.)
Kinetitka energija (na 7' = 0) je jednaka

ept+s ep—2€ 5 2
Exin —/ ’ d&‘a@ +/ ’ dsag(;) ~ Fyin(M =0) + 9(er) <€> .
0 0

2 2 2

Ukupna energija po jedinici zapremine u aproksimaciji srednjeg polja je jednaka

M2 1 vU
Fiot = Exot(M =0) + | — -
tot tOt( ) (MB) <29(€F) 4 ) ’

gde je v = V/N zapremina jedini¢ne ¢elije. Magnetizacija snizava ukupnu energiju ako je

U> L, (11.34)
vg(er)
Sto predstavlja Stonerov kriterijum za feromagnetizam u metalima. Napominjemo da je
u realnosti situacija ¢esto znatno komplikovanija. Na primer, u slu¢aju polupopunjene
reSetke (za © = 1), reSenje Habardovog modela daje antiferomagnetni izolator. Fizika
dopiranih Motovih izolatora je posebno zanimljiva i ¢ini jednu od najaktivnijih oblasti
istrazivanja u fizici kondenzovane materije u poslednjih tridesetak godina.



A. Pitanja za usmeni deo ispita

1. Navesti pretpostavke Drudeove teorije. Nabrojati efekte koje je Drudeova teorija
uspela da opise, kao i glavne nedostatke Drudeovog pristupa. Izvesti izraz za Holovu
otpornost.

2. Polazeéi od jednatine kretanja u Drudeovom modelu, izvesti izraz za frekventno
zavisnu provodnost. Jednostavnim elektrostatickim argumentima izvesti izraz za
plazmenu frekvencu. Polazeéi od talasne jednacdine i pribliznog izraza za dielektri¢nu
konstantu, izvesti Drudeov uslov za transparentnost metala.

3. Izraziti Fermijevu energiju preko koncentracije u slobodnom elektronskom gasu u
tri dimenzije. Izvesti izraz za gustinu stanja. Izvesti izraz za toplotni kapacitet
elektronskog gasa do na prefaktor, bez koriséenja Zomerfeldovog razvoja.

4. Izraziti Fermijevu energiju preko koncentracije u slobodnom elektronskom gasu u
dve dimenzije. Izvesti izraz za gustinu stanja. Izvesti izraz za toplotni kapacitet
elektronskog gasa do na prefaktor, bez koriséenja Zomerfeldovog razvoja.

5. Definisati jedini¢nu ¢eliju i primitivne vektore reSetke u direktnom i inverznom pros-
toru. Definisati Vigner-Zajcovu jedini¢nu éeliju i prvu Briluenovu zonu. Definisati
Milerove indekse.

6. Nabrojati tipove Braveove kristalne reSetke. Nabrojati nekoliko tipova kristalne
reSetke sa kubnom strukturom koji se ¢esto susre¢u u prirodi i napisati odgovarajuce
primitivne vektore. Definisati Milerove indekse.

7. Napisati Laueov i Bragov uslov rasejanja X-zraka. Napisati Fermijevo zlatno pravilo
za rasejanje X-zraka i izvesti Laueov uslov difrakcije. Pokazati ekvivalenciju uslova
Lauea i Braga. Objasniti razliku u difrakconoj slici za Cs i CsCl.

8. Izvesti izraz za Sredingerovu jednacinu u k-prostoru i objasniti kako odatle sledi
Blohova teorema.

9. IzraCunati energiju na granici Briluenove zone u teoriji perturbacije degenerisanog
nivoa u jednoj dimenziji. Skicirati zonsku strukturu.

10. Izvesti disperzionu relaciju za jednodimenzioni sistem u modelu jake veze sa jednom
orbitalom po jedini¢noj éeliji.

11. Izvesti disperzionu relaciju za jednodimenzioni sistem u modelu jake veze sa alterni-
raju¢om energijom susednih orbitala.

12. Skicirati kako izgleda Fermijeva povrs za monovalentni i dvovalentni kristal na kvadrat-
noj resetki u zavisnosti od ja¢ine periodi¢nog potencijala. Objasniti rezultat. Kako
izgleda Fermijeva povrs bakra?

13. Izraziti gustinu elektronskih stanja preko disperzione relacije. Izracunati gustinu
stanja za jednodimenzioni sistem polazeéi od izraza (k) = —2tcos(ka). Odrediti
efektivnu masu za slabo popunjenu resetku.

14. Navesti i objasniti tipove hemijske veze u kristalima. Objasniti pojmove vezujuce i
antivezujucée orbitale u kovalentnim kristalima.

15. Napisati jednacine za semiklasi¢nu dinamiku elektrona u kristalu. Kada vaZzi semik-
lasi¢na dinamika? Izvesti izraz za Blohove oscilacije.



16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

Napisati disperzione relacije za skoro popunjenu i skoro praznu zonu i objasniti kon-
cept Supljine. Napisati jednacine kretanja i prokomentarisati znak Holovog koefici-
jenta. Napisati izraz za struju izraZzen preko elektrona, kao i ekvivalentan izraz preko
Supljina. Kolika je elektri¢na struja potpuno popunjene zone?

Objasniti zaSto je dijamant transparentan za vidljivu svetlost. Kako moze dijamant
da dobije crvenkastu, odnosno plavi¢astu boju? Zasto metal ne propusta radio talase
ili vidljivu svetlost? Objasniti pojam direktnog i indirektnog energijskog procepa
u poluprovodnicima. Skicirati kako apsorpcioni koeficijent za Si i GaAs zavisi od
talasne duzine.

Izvesti izraz za energiju i degeneraciju Landauovih nivoa. Napisati Onzagerovu
relaciju i objasniti zaSto nastaju de Has-van Alfenove oscilacije u magnetizaciji.
Gde se nalazi hemijski potencijal u p i n dopiranom poluprovodniku? Objasniti
preraspodelu naelektrisanja na p-n spoju u ravnotezi. Napisati strujno-naponsku
karaktersitiku p-n spoja i objasniti kako dolazimo do te formule. Objasniti princip
rada MOSFETa.

Napisati Hartri-Fokove jednacine. Izvesti izraz za disperziju elektrona u zele modelu
(bez ratunanja zavrsnog integrala). Nacrtati diperzionu relaciju i navesti razlog
divergenicije brzine na Fermijevom nivou. Nacrtati zavisnost ukupne energije od
rs broja i prokomentarisati stabilnost metalnih jedinjenja.

Izvesti izraz za Tomas-Fermijevo ekraniranje.

Napisati opsti oblik Kon-Samove jednacine. Koje ¢lanove sadrzi Kon-Samov poten-
cijal? U ¢emu se sastoji LDA aproksimacija? Od kojih koraka se satoji DFT petlja?
Izvesti izraz za toplotni kapacitet u Ajnstajnovom modelu.

Izvesti izraz za toplotni kapacitet u Debajevom modelu.

Izvesti fononsku disperzionu relaciju za monoatomski lanac u jednoj dimenziji. Izvesti
izraz za brzinu zvuka polazeéi od termodinamickih relacija. Sta su fononi?

Izvesti fononsku disperzionu relaciju za dvoatomski lanac u jednoj dimenziji. Kako
izgledaju normalne mode u limesu k& — 07

Objasniti poreklo magnetnih momenata i objasniti Hundova pravila na nekom primeru.
Izvesti izraze za Kirijev i Paulijev paramagnetizam, kao i Larmorov dijamagnetizam.
Objasniti kako kristalno okruzZenje utice na formiranje lokalnog magnetnog momenta.
Navesti primer Fe?T jona u oktaedarskom okruZenju.

Objasniti (skicirati izvodenje) kako dolazimo do efektivnog spinskog Hamiltonijana u
sluc¢aju direktne izmenske interakcije. Objasniti zasto dolazi do favorizovanja antif-
eromagnetnog uredenja u sluc¢aju kineticke izmene na primeru Habardovog dimera.
Izvesti izraze za susceptibilnost iznad kriti¢ne temperature i magnetizaciju u blizini
kriti¢ne temperature u aproksimaciji srednjeg polja.

Zasto nastaju magnetni domeni u feromagnetima? Izvesti procenu Sirine domenskog
zida u zavisnosti od izmenske konstante i koeficijenta anizotropije. Objasniti zaSto
nastaje magnetni histerezis i kako neuredenost, odnosno defekti mogu da dovedu do
formiranja permanentnog magneta.

Izvesti Stonerov kriterijum za feromagnetizam u metalima.
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B.

10.

Kolokvijum (parcijalni ispit), 25. 4. 2019.

. Izvesti izraz za Holov koeficijent u Drudeovoj teoriji. Kada je u realnim sistemima

znak Holovog koeficijenta pozitivan, odnosno negativan?
Izra¢unati gustinu stanja elektrona u modelu jake veze u jednoj dimenziji, polazeci
od disperzione relacije (k) = —2t cos(ka).

. Napisati disprezionu relaciju e(k) = —2tcos(ka) u aproksimaciji efektivne mase u

slu¢aju male popunjenosti. Kako izgleda relacija kada je zona skoro popunjena?

. (a) Opisati strukturu sac¢a kao Braveovu reSetku sa bazisom. Nacrtati primitivne

vektore Braveove reSetke i oznaciti Vigner-Zajcovu primitivnu celiju.
(b) Odrediti primitivne vektore recipro¢ne resetke. Skicirati prvu Briluenovu zonu.

. Napisati Hamiltonijan u aproksimaciji jake veze u bra-ket notaciji kada imamo dva

atoma u elemenarnoj éeliji, a hoping izmedu najblizih suseda je t. Predstaviti Hamil-
tonijan u blok-dijagonalnom obliku. Skicirati kako izgleda zonska struktura. (Nije
neophodno da se eksplictno izrac¢una e(k).)

(a) Natrijum, koji je monovalentan, ima 2 atoma u BCC konvencionalnoj jedini¢noj
¢eliji. Koliko ima atoma Na u primitivnoj jedini¢noj ¢eliji? Zasto je Na metal?

(b) Kalcijum, koji je dvovalentan, ima 4 atoma u FCC konvencionalnoj jedini¢noj
¢eliji. Koliko ima atoma Ca u primitivnoj jedini¢noj celiji? ZaSto je Ca metal?
Napisati Laueov i Bragov uslov difrakcije. Napisati Fermijevo zlatno pravilo za rase-
janje i izvesti Laueov uslov difrakcije.

. Izvesti izraz za Blohove oscilacije polazeéi od disperzione realcije e(k) = —2 cos(ka).

Koji uslov mora da bude zadovoljen da bi Blohove oscilacije mogle da postoje?

. Napisati jednacine kvaziklasi¢ne dinamike za elektrone i za Supljine u aproksimaciji

efektivne mase sa fenomenoloskim Drudeovim ¢lanom koji opisuje rasejanje.
Silicijum je poluprovodnik sa indirektnim procepom 1.1 eV, odnosno direktnim 3.4
eV. GaAs ima direktni energijski procep od 1.44 eV. Skicirati grafik apsorpcije za Si
i GaAs u funkciji energije fotona.
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10.

Kolokvijum (parcijalni ispit), 8. 6. 2020.

. Polazeéi od jednacine kretanja u Drudeovom modelu, izvesti izraz za frekventno

zavisnu provodnost.

. Izvesti izraz za toplotni kapacitet elektronskog gasa do na prefaktor, bez koriSéenja

Zomerfeldovog razvoja.

. (a) Opisati strukturu saca kao resetku sa bazisom. Nacrtati primitivne vektore

reSetke i oznaciti Vigner-Zajcovu primitivnu éeliju.
(b) Odrediti primitivne vektore recipro¢ne resetke. Skicirati prvu Briluenovu zonu.

. Napisati Laueov i Bragov uslov difrakcije. Napisati Fermijevo zlatno pravilo za rase-

janje X-zraka i izvesti Laueov uslov difrakcije.

. Objasniti sa stanovista kvante mehanike zasto se pri standardnim uslovima formira

molekul Hs, a ne formira molekul Hes.

. Nabrojati nekoliko fundamentalnih osobina kristalnih jedinjena koje su objasnjene u

okviru zonske teorije, a ne bismo mogli da ih razumemo samo iz Drudeove i Zomer-
feldove teorije.

(a) Izracunati energijski procep na granici Briluenove zone u teoriji perturbacije za
jednodimenzioni sistem.

(b) Objasniti kako jafina periodi¢nog potencijala odreduje da li ¢e dvovalentni ma-
terijal da bude metal ili izolator.

. IzraCunati gustinu stanja elektrona u modelu jake veze u jednoj dimenziji polazeéi

od disperzione relacije €(k) = —2t cos(ka).

. Napisati jednacine semiklasi¢ne dinamike za elektrone i za Supljine u aproksimaciji

efektivne mase sa fenomenoloskim Drudeovim ¢lanom koji opisuje rasejanje. Da li
moze Holov koeficijent u metalu da bude jednaka nuli?

Silicijum je poluprovodnik sa indirektnim procepom 1.1 eV, odnosno direktnim 3.4
eV. GaAs ima direktni energijski procep od 1.44 eV. Skicirati i objasniti grafik ap-
sorpcije za Si i GaAs u funkciji energije fotona.
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D. Domaéi zadaci

Zadatak 1. Koristeéi tabelu 1.1 za gustinu elektrona i tabelu 1.2 za otpornost iz
Ashcroft&Mermin knjige, izraunati vreme rasejanja 7 3a zlato, srebro i aluminijum na
T = 273 K. Odrediti duzinu slobodnog puta [ u okviru klasi¢nog Drudeovog modela i
uporediti je sa konstantom reSetke. Ponoviti prora¢un na 7' = 77 K.

Zadatak 2. Izracunati plazmenu frekvencu za bakar na 273 K. Da li je w,7 > 17 Za
koje vrednosti frekvenci i talasnih duZina je bakar transparentan?

Zadatak 3. Elektronski gas u dve dimenzije (2d) je od velikog interesa u fizici slo-
jevitih materijala, poput kuprata, i u heterostrukturama kao s$to su Si-MOSFETi. (a) Za
slobodni 2d elekronski gas odrediti Fermijev talasni vektor kr , brzinu vr i energiju er u
funkciji koncentracije elektrona n. (b) Izraziti ove veli¢ine preko odnosa rs/ag , sli¢no kao
u jednacinama (2.22-2.26) u AM knjizi, gde je Borov radijus ag = ﬁwﬁ’; =0.529 x 10710
m. (c¢) Odrediti gustinu stanja g(e) za 2d elektronski gas.

Zadatak 4. Koncentracija elektrona moze vrlo precizno da se podesava u Si-MOSFETima,
tako da Fermijeva energija moze da se menja u Sirokom opsegu. (a) Kolika je Fermijeva
temperatura pri koncentarciji n = 101°cm=2 | a kolika za n = 10'° ecm=2? (b) Kulonovu

(elektrostaticku) energiju po Cestici mozemo da procenimo kao F._. = e Koli¢nik

dmegrs
E._./er daje procenu znacaja Kulonove interakcije koja je zanemarena u modelu slobod-
nih elektrona. Izrazite E._./cp preko ry broja, odnosno bezdimenzione veli¢ine rs/ag , a
zatim odredite E._./ep za koncentracije date pod (a). U kom slucaju je efekat interakcija

vazniji?

Zadatak 5. Grafen formira dvodimenzionalnu kristalnu reSetku strukture saca
(honeycomb lattice).

(a) Objasniti zaSto sace resetka nije Braveova i kako mozemo da je opiSemo kao Braveovu
reSetku sa bazisom. Nacrtati primitivne vektore Braveove resetke i oznaciti Vigner-Zajcovu
primitivnu éeliju.

(b) Odrediti primitivne vektore recipro¢ne resetke i skicirati resetku. Kako izgleda prva
Briluenova zona?

Zadatak 6. Tri razli¢ita monoatomska kubna kristala u formi praska su analizirana
Debaj-Sererovom metodom. Jedan uzorak formira FCC resetku, drugi BCC, dok treéi
uzorak ima dijamantsku strukturu. Pozicije prva Cetiri difrakciona prstena, odredene uglom
¢ izmedu upadnog i rasejanog talasnog vektora k i k’, su prikazane u tabeli:

(a) Identifikovati kristalne strukture A, B i C.
(b) Ako je talasna duzina upadnog X-zraka 1.5 A, kolika je duZina stranice konvencijalne
kubne jedini¢ne ¢elije u sva tri slucaja.



A B C
42.2° 28.8 42.8°
49.2° 41.0¢ 73.2°
72.0° 208 d9.0°
87.3" 9. 115.0°

(c) Ako se dijamantska struktura zameni strukturom ZnS (zincblende) tipa iste duzine
konvencijalne elementarne ¢elije, pod kojim uglovima ¢e da se pojave prva Cetiri difrakciona
maksimuma?

Zadatak 7. (a) Izvesti izraz za disperzionu relaciju, € = eg—2t(cos(kya)+cos(kya)), za
kvadratnu resetku u modelu jake veze uzimajuéi u obzir samo preskoke (hopping) izmedu
najblizih suseda. U nastavku zadatka uzeti parametre ¢¢ = 0, a = 1, t = 1. Prikazati
disperzionu relaciju na trodimenzionom grafiku, kao i na kolornom grafiku u dve dimenzije
gde ce se videti konture konstantne energije.

(b) Odrediti numericki, metodom histograma, gustinu stanja. (Napraviti grid k-tacaka
u prvoj Briluenovoj zoni i izdeliti energiju na M intervala. Za svako k odrediti interval
u koji upada €. MozZete da iskoristite integer funkciju u tu svrhu. Zadatak uraditi u
Python-u ili u nekom drugom programskom jeziku.)

(c) Pokazati graficki da gustina stanja logaritamski divergira u sredini zone. Ova diver-
gencija je posledica prevojnih tac¢aka. Identifikovati poloZaje prevojnih tacaka u Briluen-
ovoj zoni.

(d) Pokazati analiticki da gustina stanja ima logaritamsku divergenciju u sredini
energijske zone, a da ima skok na granicama zone.

Zadatak 8. Zonska struktura valentnih elektrona grafena moze da se opiSe modelom
jake veze na sace reSetki u dve dimenzije koji ukljuuje samo jednu orbitalu po atomu
ugljenika.

(a) Izratunati disperzione relacije uratunavajuéi hoping izmedu najblizih suseda.

(b) Prikazati zonsku strukturu na 3d grafiku.

(c) Izrac¢unati numericki gustinu stanja.

Zadatak 9. Preuzmite Python program za proracun elektronske strukture sa sajta
http://www.physics.rutgers.edu/ haule/681/ Pogledajte pazljivo strukturu programa. Pa-
rametri su podeSeni za fcc kristalnu reSetku Cu. Minimalnim izmenama u programu,
uradite sledece:

(a) Nacrtajte disperzionu relaciju duz pravca I'-X-W-K-I'. Uporedite rezultat sa po-
dacima iz literature. MozZete da ukucate u google pretrazivanju “materialsproject.org/ma-
terials Cu cubic 225” i tako pronadete bazu podataka za bakar. (Monoatomska fcc resetka
ima grupu simetrije broj 225.)

(b) Nacrtajte disperzione relacije za Cr i Al, a na sli¢an nac¢in kao za Cu pronadite
rezultat iz baze podataka.

(c) Unesite strukturu bee reSetke i koordinate tac¢aka visoke simetrije koristeéi, recimo,
http://lampx.tugraz.at/ hadley/ssl/bzones/bcc.php. Nacrtajte disperzione relacije za V
ili neki drugi monoatomski metal sa bce strukturom. Proverite da li se rezultat slaze sa
rezultatom iz baze podatala, koji nalazite pretrazivanjem “materialsproject.org/materials
V cubic 229”.

(d) Elektronska struktura bakra se sastoji od zona koje poti¢u od d-orbitala u uskom in-

vi



tarvalu energija ispod Fermijeve povrSi i energijske zone koja poti¢e uglavnom od
s-elektrona i obuhvata Sirok interval energija od I' do W tacke (videti Figure 15.4 u
Ashcroft&Mermin knjizi). Nacrtajte disperzionu relaciju za slobodne elektrone e(k) =
h2k?/2m + Ey i proverite u kojoj meri se ona slaZe sa energijskom zonom s-tipa u bakru.
(Vodite ra¢una da koristite iste jedinice za energiju kao u kodu.)

Zadatak 10. Problem 6, Oxford exam 2011,

Zadatak 11. Problem 2, Oxford exam 2014,

Zadatak 12. Problem 8, Oxford exam 2011,

vil
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Glava 1

Drudeova teorija metala

1.1 Zadaci

1. U Drudeovoj teoriji, verovatnoca da ¢e se elektron sudariti u toku bilo kog infinitezimalnog
vremenskog intervala dt je dt/ TE|

(a) Pokazati da je verovatnoca da proizvoljni elektron nije pretrpeo sudar u prethodnom
vremenskom intervalu ¢ jednaka e~*/7. Pokazati da je ona jednaka verovatno¢i da elek-
tron nece pretrpeti sudar u narednom vremenskom intervalu duzine ¢.

(b) Ako se dati elektron poslednji put sudario u poéetnom trenutku (¢ = 0), pokazati da je
verovatnoca da e se sledec¢i put sudariti u intervalu [t,t + dt] jednaka (dt/7)e=!/7.

(c) Pokazati da je srednje vreme izmedu dva uzastopna sudara za dati elektron jednako 7.

2. Jedna od osnovnih pretpostavki Drudeove teorije je da se energija elektrona tokom sudara ne
oéuvavaﬂ Razmotriti metal koji se nalazi na stalnoj temperaturi u stacionarnom homogenom
elektri¢nom polju E. Elektron, koji se prvi put sudario u po¢etnom trenutku (¢ = 0), sledeci
put se sudara u trenutku t.

(a) Nadi gubitak energije ovog elektrona nakon drugog sudara usrednjen po svim pravcima.

(b) Nagdi srednji gubitak energije elektrona po sudaru. Koristeéi taj rezultat, izvesti makro-
skopsku relaciju za snagu toplotnih gubitaka (DZulov zakon) u Zici duZine L i popre¢nog
preseka S.

3. Tomsonov efekat
U okviru Drudeove teorije, razmotriti metal u kome pored stacionarnog i homogenog elek-
tricnog polja E postoji i stacionarni i homogeni gradijent temperature V1. Pokazati da je
doprinos gradijenta temperature snazi toplotnih gubitaka ¢lan proporcionalan VT - E i naéi
faktor proporcionalnosti.

4. Helikonski talasi
Metal se nalazi u homogenom i stacionarnom magnetnom polju B = Be,. Normalno na
magnetno polje ukljuceno je vremenski promenljivo elektri¢no polje E(r,t) = E(r.w) e~ !
koje je cirkularno polarizovano (E, = +iE;,).

(a) Pokazati da je elektri¢na provodnost data izrazom (oq je staticka provodnost u okviru

Drudeovog modela)
- (o) - eB
ow) = 1 —i(w F w7’ YT
(b) Pokazati da tada Maksvelove jednacine imaju resenje E,(r,t) = Ege *“!=F) F (rt) =
+iE,(r,t), E.(r,t) = 0, pri ¢emu je disperziona relacija data sa c?k? = e(w)w?, a
dielektri¢na konstanta se moze predstaviti izrazom (w, je plazmena frekvencija)

2
“p

W=l T e i)

Videti [I], str. 6., pretpostavka 3.

2Gubitak energije elektrona poti¢e od interakcije elektrona sa jonima, nakon Zega se visak energije oslobada
u vidu toplote. Na taj nadin je u okviru Drudeovog modela, iako mehanizam sudara nije preciziran, urafunata
interakcija sa jonima.
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(c) Uzimajuéi da je E, = iE,, skicirati grafik funkcije e(w) za w > 0 i pokazati da reenja
(po w) jednacine c?k? = e(w)w? postoje u oblastima w < w, i w > w, za proizvoljno k.
Pretpostaviti da je wer > 11 wp/we > 1.

(d) Naéi vezu izmedu w i k za nisko-frekventno resenje pretpostavljajuci jos da je w < we.
Takav nisko-frekventni talas se naziva helikonom.

5. Povrsinski plazmoni
Elektromagnetni talasi koji mogu da se prostiru u uskoj oblasti uz povrsinu metala — po-
vrsinski plazmoni — oteZzavaju detekciju standardnih (balk) plazmona. Pretpostaviti da se
metal nalazi u oblasti z > 0, pri ¢emu je u oblasti z < 0 vakuum, a ukupna zapreminska
gustina naelektrisanja je psiyext = 0. Povrsinski plazmoni su reSenje Maksvelovih jednacina
dato slede¢im izrazima (¢ € R, K,K' > 0, A,B,C,D € C):

E.(rw)=Aee X7 B (rw)=0, E.(rw)=DBe"e X% 2>0;

E,(rw) = C e'"ei'2, E,(rw)=0, E,(rw)=D el el'z 5 <.

(a) Pretpostavljajuéi da je wr > 1 izraziti ¢, K, K’ kao funkcije w i skicirati funkciju ¢%c? =
f(w?). Pretpostaviti da je povrSinska gustina naelektrisanja u grani¢noj ravni z = 0
jednaka nuli.

(b) U slucaju kada je gc > w, pokazati da postoji resenje na frekvenciji w = w,/v/2.
Razmatraju¢i K i K’, pokazati da se talas prostire samo u uskoj oblasti uz povrsinu
metala. Ispitati njegovu polarizaciju. Ovaj talas se naziva povr§inskim plazmonom.

6. Pokazati da dijagonalne komponente tenzora otpornosti metala, u slu¢aju kada su elektri¢no
i magnetno polje stacionarni i medusobno ortogonalni, ne zavise od jac¢ine magnetnog polja.

7. Magnetootpornost
U okviru Drudeovog modela, razmotriti materijal u kome postoje dva nosioca naelektrisanja
iste koncentracije (n) i suprotnog znaka naelektrisanja (—e i e¢). Njihove mase su m; i ma,
a vremena relaksacije 71 i 72. Uzorak nafinjen od razmatranog materijala je postavljen (u
tzv. Holovo]j geometriji) u homogeno i stacionarno elektri¢no i magnetno polje ¢iji su vektori
medusobno ortogonalni.

(a) Izratunati magnetootpornost Ap = p(B) — p(B = 0).
(b) Izratunati Holov koeficijent Ry = E,/(jzB).

(¢) U nedopiranom poluprovodniku, temperaturska zavisnost koncentracije nosilaca naelek-
trisanja je opisana Maksvel-Bolcmanovom raspodelom n = nge=2/*27)_ Kako u tom
slu¢aju od temperature zavise magnetootpornost i Holov koeficijent?
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1.2 Odabrana reSenja

1.

(a)

Za dati elektron, vreme izmedu dva uzastopna sudara T je slucajna veli¢ina koja moze
uzeti proizvoljnu vrednost iz intervala (0, + c0). Oznaimo sa w(7T) njenu gustinu
verovatnoée tako da je w(t)dt elementarna verovatnoca da T € (t,t + dt). U zadatku
se trazi verovatnoca da dati elektron u prethodnom vremenskom intervalu duZine t
nije pretrpeo sudar. To znaéi da je vreme izmedu dva uzastopna sudara T > t, pa je
odgovarajuca verovatnoca

+oo
W(t) = / dT w(T). (1.1)
t
Tejlorov razvoj zakljuéno sa prvim redom po maloj veli¢ini At daje
dW (t
W(t+ At) =W (t) + dt( )At. (1.2)
S druge strane, zbog nezavisnosti dogadaja sledi
At
W(t+ At) = W (t) (1 — 7_) . (1.3)
Kombinovanjem se dobija diferencijalna jednacina za W (t)
dW(t) W(t)
= — 1.4
dt T (14)
Cije reSenje glasi
W(t)=Ce . (1.5)

Konstanta C' se odreduje iz uslova W(0) = 1 (normiranost gustine verovatnoce), odakle
sledi C = 1. Zato je verovatnoca da dati elektron nije pretrpeo sudar u prethodnom
vremenskom intervalu duzine ¢

W(t)=e /7. (1.6)

Na osnovu dela (a), gustina verovatnoce je

W) 1y,

vl =g =7

Zato je, za elektron koji se poslednji put sudario u trenutku ¢ = 0, verovatnoca da ¢e se
sledec¢i put sudariti tokom intervala (¢,t + dt) jednaka w(t)dt = (dt/7)e=t/".

Srednje vreme izmedu dva uzastopna sudara za dati elektron je

(1.7)

+oo 1
(T) :/0 dTT;e*T/T =T (1.8)

Iz sudara koji se desi u po¢etnom trenutku elektron izlazi sa brzinom vg ) Ciji je intenzitet

srazmeran kvadratnom korenu iz temperature (termalna brzina). Neposredno pre sudara
u trenutku ¢, brzina elektrona je

v(t—0)=vil - %Et, (1.9)

gde je naelektrisanje elektrona —e < 0. Neposredno nakon sudara u trenutku ¢, brzina
elektrona je

v(t+0) = v (1.10)
pri ¢emu je ‘v(Tl )‘ = ‘V(TQ ) ‘ Gubitak energije uoc¢enog elektrona nakon sudara u trenutku
t je

m 9 9 (1) e2E? 9
ASZE[V@—&-O) —v(t—0)] =€eE-v; -5t (1.11)

Nakon usrednjavanja po svim pravcima brzine véﬂ), prvi sabirak na desnoj strani po-

slednje jednacine daje nulu, pa je gubitak energije elektrona nakon sudara u trenutku ¢
usrednjen po svim pravcima jednak

22
e“E*° ,

(AE) iy = — (1.12)
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3.

4.

(b) Posto je vreme ¢ koje protekne izmedu dva uzastopna sudara sluc¢ajna velic¢ina (¢iju smo
raspodelu nasli u prethodnom zadatku), srednji gubitak energije elektrona po sudaru je

+oo 2|2 2|22
<A5>dir,t :/ dt w(t) <e B t2) = 76]377'. (1_13)
0

2m m

U zapremini AV provodnika ima AN = n AV elektrona, gde je n koncentracija elek-
trona. Tokom infinitezimalnog intervala At, broj elektrona koji pretrpe sudar je AN =
AN x (At/7), a svaki od njih u srednjem izgubi energiju (A€)q4ir+. Zato je snaga to-
plotnih gubitaka u jedinici zapremine jednaka

o A]V(3011<A‘€>dir,t nezT

="y = —EBE=-jE (1.14)
——

gde je j gustina elektricne struje. Polazeci od dobijenog DZzulovog zakona u diferenci-
jalnom obliku, jednostavno je izvesti Dzulov zakon u obliku koji sadrzi jacinu struje i
otpor ili ja¢inu struje i pad napona na krajevima provodnika.

Rezonovanje je sliéno kao u prethodnom zadatku: uocimo elektron koji se sudario u trenutku
0 i po prvi put nakon toga u trenutku ¢. Treba voditi rac¢una o tome da, zbog prisustva

gradijenta temperature, v(Tl)‘ #* ‘V(TQ) ’ Naime, iz jednacine kretanja

r(t) = r(0) + vVt — %t? (1.15)

sledi da je razlika temperatura u polozajima elektrona u trenucima t i 0 jednaka

T(t) — T(0) = VT - [r(t) — r(0)] = VT - {v;”t - ;flﬁ] : (1.16)

Imajuéi u vidu da je intenzitet termalne brzine vy = a+/kgT/m, gde je a realna konstanta,

sledi da je gubitak energije elektrona nakon sudara u trenutku ¢ jednak
k k
Ag_™ {GB (VTV} e —akB C
2 m

2E2
L (VT-E)# + 2% (E.V(T”) t— emzt‘ﬂ . (1.17)

Nakon usrednjavanja po svim pravcima brzine vgpl ) sledi rezultat

m | kg e e?E? 9
Ay = —— |a-2 — (VT -E 2, 1.1

(@) =3 |22 (vrm)+ T (118)
odakle se vidi da je doprinos gradijenta temperature snazi toplotnih gubitaka ¢lan srazmeran

sa VT - E.

(a) Zadatak ¢emo resavati u okvirima lokalne elektrodinamike, pa prostorni argument r
moZzemo izostaviti. Drudeova jednacina kretanja je

pa iz postavke zadatka sledi
) _ 2= gy By (1.20)
dt T m
dpét(t) _ _pyT(t) —eB,(t) + %pw(t) (1.21)
dp.(t) _ p.(t)
o= (1.22)

Resenje trazimo u obliku .
p(t) = p(w) e (1.23)
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B
odakle, uz koric¢enje E,(w) = +iE,(w) i uvodenje ciklotronske frekvencije w, = %,
sledi

eE,(w)T . eBy(w)T
_ _ )T B R LA\ 1.24
pz(w) =0, pz(w) 1—i(wF we)7’ Py(w) A —i(w Fwe)T (1.24)
Dalje je
. nep(w
i) = "9 o) (1.25)
uz -
= . 1.26
o(w) 1 —i(w Fwe)T (1.26)
(b) Talasna jednacina glasi
1 O%E(r,t) 9j(r,t)
AE - = = kg 1.2
(1) 2 o2 Ho o1 (1.27)
Njena projekcija na x osu
1 02E,(r,t) 07y (r,t)
AE,(rt) — — il - ’ 1.2
)= 2 p T (1.28)
se nakon zamene predlozenog oblika reSenja svodi na slede¢u vezu izmedu w i k:
— Pk 4 w? = —iwo(w). (1.29)

Dielektri¢na konstanta je definisana kao c2k? = w?e(w) (kvadrat kompleksnog frekventno-

zavisnog indeksa prelamanja), pa je zato

io(w) w?
e(w) =1+ =1-—r (1.30)
Eow w(wFwe+1i/7)
: .. . 5  mne?
gde je uvedena plazmena frekvencija w;, izrazom w, = —.
Eom
(c) Ako je E, = iE,, izraz za dielektri¢nu konstantu se svodi na
2
w
S R
€(w) w(w—we+14/7)
W@ w/we —1 L wp Wy (wer) ™1 (1.31)
N we W (W/we —1)2+ (wer)™2  we w (W/we —1)2 + (wer) 2
Re e(w) Im e(w)
U oblasti w > w,, vazi
W wp
Z >, (1.32)
We We
Sto u kombinaciji sa w.7 > 1 daje
w2
Ree(w) =1 — w—g, Im e(w) = 0. (1.33)

Dakle, jednadina ¢*k* = w?e(w) u oblasti w > w, ima refenje w ~ /w2 + ?k? za

proizvoljno k. U oblasti w < w,., ponovo moZemo uzeti Im e(w) =~ 0, dok za realni deo
vazi Re e(w) > 1, dok za w — w, vazi Re e(w) — 1. U okolini w = 0, tj. za w <K we,
realni deo dielektri¢ne konstante moze aproksimirati kao

w2

Re e(w) ~ —2, (1.34)

WWe

tj. on divergira kao w=! pri w — 0. Dakle, za c’k? = w?, jednacina c?k?/w? = €(w)
ima najmanje jedno refenje w = w.. Za c¢?k? < w?, kao i za c?k? > w?, jednacina
c?k? /w? = €(w) takode ima najmanje jedno refenje u oblasti w € (0,w.). U narednom
delu zadatka pokazujemo kako se dobija resenje u oblasti malih w, w/w. < 1. Koristeéi
graficku metodu, ¢italac moze detaljnije ispitati postojanje drugih reSenja u intervalu

(0,we).
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5.

(d) Koristeci jednacinu (1.34)), zakljuGujemo da je disperziona relacija za helikon vida

2k?
onet(k) = we (1.35)
w
D
(a) Prema uslovu zadatka, i u vakuumu i u metalu vazi jednacina
divD(rw) =0, (1.36)

gde je vektor elektri¢ne indukcije u vakuumu D (r,w) = ¢gE«(rw), dok u metalu vazi
D (rw) = ege(w)Es (r,w). Dielektri¢na konstanta e(w) je data Drudeovim rezultatom

W)y =1+i—20 _~1- 2

[ols) ng
1.37
eow(1l — iwT) w? (1.37)

gde smo iskoristili aproksimaciju wr > 1. Jedna¢ina ([1.36) se u oblasti z > 0 svodi na

igA = KB, (1.38)
dok se u oblasti z < 0 dobija
iqC = —K'D. (1.39)
Prostiranje talasa kroz vakuum opisuje talasna jednacina
w2
AE< (I‘,W) + C?E<(r,w> = 0 (140)
iz koje se dobija
2 2 w?
K —q¢* = ) (1.41)
U metalu vazi talasna jednacina
W2
AE- (rw) + e(w)c—zE>(r,w) =0 (1.42)
iz koje se dobija
2 2 w?
K*—q¢ = fe(w)c—Q. (1.43)

Iskoristiéemo i uslove koji vaze na granici izmedu dve sredine. Tangencijalna kompo-
nenta vektora jacine elektricnog polja E je neprekidna na granici izmedu vakuuma i
metala, tj. Es ; = E. ;. Takode, skok normalne projekcije vektora elektri¢ne induk-
cije D pri prelasku iz vakuuma u metal je jednak povrSinskoj gustini naelektrisanja, tj.
Ds . —Dcn = Oglyext- Prema uslovima zadatka, og4ext = 0, pa vaZe jednacine

Ew,>|z:0 = Em,<|z:0 — A=C (144)
(eW)E.>),_g= E. <|l.=0 = ¢(w)B = D. (1.45)
Kombinujuéi jednacine (1.38), (1.39), (1.41), (1.43), (1.44) i (1.45) dobija se
2 2
K2 — K2 2 _ W [e(w)] ) 1.46
[€(w)] 02 1 +€(OJ) ( )
Zato je
*¢® = K + e(ww® =wir——— jr(c:()w)~ (1.47)
Koristeéi jednac¢inu (1.37) kona¢no sledi trazena veza izmedu c?q? i w?:
w? — w?
2.2 _ 2 P

Posto su K,K' realni brojevi, iz jednagine sledi da treba razmatrati samo onu
oblast frekvencija u kojoj vazi e(w) < —1. Koriste¢i jednacinu za dielektriénu
konstantu sledi da treba razmatrati samo oblast w? < wﬁ/?. Takode, zbog uslova
K,K' > 0, imamo da je

K=— K=Y - (1.49)
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(b) Ako je (gc/w)? > 1, onda jednacina (1.48) ima refenje w, ~ w,/v2. Zbog uslova
2

w? < w?/2, uzeéemo da je w? = 22 — (Aw)?, gde je Aw < w,. Jednatina (L.37) tada
daje
A\ 2
(W)~ —1—4 (”) , (1.50)
Wp

w2

pa Kkoristedi jednacinu dobijamo da je K ~ K' ~ 2\/§§Aw. Posto je wp, najveca,
a Aw najmanja frekvencija u problemu, zaklju¢ujemo da se talas prostire samo u uskoj
oblasti uz povrSinu metala. Da bismo ispitali polarizaciju talasa, treba da nademo
vezu izmedu koeficijenata A i B (u metalu), odnosno C' i D u vakuumu. Koristeci
jednacinu zaklju¢ujemo da je ¢> ~ K? ~ K, pa je ¢ ~ £K. Uzimajuéi da je
q¢ ~ K, iz jednagine sledi da je B = iA, tj. da u metalu vazi E, = iF,. Iz
jednacine sledi da je D = —iC, tj. da u vakuumu vazi £, = —iFE,. Dakle, talas
je cirkularno polarizovan, pri ¢emu su smerovi rotacije vektora E u vakuumu i metalu
suprotni.




Glava 2

Kristalna struktura. Reciproéna
resetka

2.1 Zadaci

1.

10.

Nag¢i primitivne vektore reciprocne reSetke za fec (face-centered cubic) resetku, ako su njeni
primitivni vektori: a; = §(e, +e.), ay = S(e. +e,) iaz = S(e, +ey).

Data je trojka nekomplanarnih vektora {a;, as, az}, pomocu kojih su obrazovani vektori
inverznog triedra {by, ba, bs}. Dokazati sledeca tvrdenja:

(a) zapremina inverznog triedra je Qg o Vio, gde je Vj zapremina triedra u realnom prostoru;

(b) triedar {c;, co, c3} reciprocan triedru {bj, b, b3} je polazni triedar;

3 ab;
i=1 27

(c) proizvoljan vektor q se moZe zapisati na dva ekvivalentna nacina: q = >_
q= Zl 1 qZ‘Tb

Natrijum na temperaturi 7" ~ 23K menja svoju kristalnu strukturu prelazeéi iz bec u hep
reSetku. Pretpostavljajuci da se gustina kristala ne menja i da je odnos ¢/a idealan, izracunati
konstantu hep resetke, ako je poznato da je konstanta bee resetke o’ = 4,23 A.

Atomi u ravni su smeSteni u centrima Sestouglova stranice a. Za primitivne vektore su
odabrani vektori a; = —em + ‘[“ey iay = \/gaey. Naéi primitivne vektore recipro¢ne
recetke i nacrtati I Briluenovu zonu (IBZ).

Teorema o vezi familije kristalnih ravni i vektora reciprocne reSetke

= Za svaku familiju kristalnih ravni medusobne udaljenosti d postoje vektori recipro¢ne
reSetke ortogonalni na ravni od kojih je najkraéi duzine %’T;

< Za svaki vektor recipro¢ne reSetke K postoji familija kristalnih ravni na medusobnom
rastojanju d ortogonalna na taj vektor, pri ¢emu je %’T duzina najkraceg vektora reci-

procne reSetke paralelnog sa K.

Pokazati da su preseci kristalne ravni (h k l) sa osama, odredenim primitivnim vektorima
direktne reSetke dati relacijom: h : k : [ = : i : xd Dalje, pokazati da je vektor
reciprocne reSetke K = hby + kba + [bs normalan na ravan (h k [) direktne resetke.
Skicirati ravni fec reSetke odredene Milerovim indeksima (1 0 0), (11 0)i (1 1 1) i pritom
oznaliti elementarne vektore translacija u tim ravnima.

Milerovi indeksi dveju ravni u kubnom kristalu su (0 0 1) i (hy 1 1). Naci hs tako da je
kosinus ugla koji zaklapaju normale ovih dveju ravni jednak 1/+/3.

Odrediti Milerove indekse kristalne ravni koja sadrzi 3 ¢vora odredena vektorima: R; =
a; —ag, R = 2a; + ag i Ry = 3a; + a3 gde su aj,as, a3 elementarni vektori translacija
kristalne reSetke.

Eksperimenti pokazuju da je maksimum difrakcije X-zracenja koji potice od (2 0 0) ravni fec
Ceo kristala (konstanta resetke a = 14,11 A) izuzetno slab. Pretpostavljajué¢i da se gustina

IW. Kritschmer, Nature 347, 354-358 (1990).
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naelektrisanja fulerena moze aproksimirati ravnomerno naelektrisanom sferom polupre¢nika
R = 3,5 A, izracunati form faktor molekula fulerena i pokazati da je maksimum (2 00) ravni
znatno slabiji od maksimuma koji poti¢e od (1 1 1) ravni.

11. (a) Pokazati da strukturni faktor za monoatomski hcp kristal moZze uzimati samo vrednosti
1+emm/3 gdejen=1,...,6.

(b) Pokazati da svi Evorovi recipro¢ne reetke u ravni koja sadrzi K = 0 i normalna je na
c-osu imaju strukturni faktor razli¢it od nule.

(c) Pokazati da se ravni recipro¢ne refetke normalne na c-osu u kojima postoje ¢vorovi sa
nultim strukturnim faktorom naizmeni¢no smenjuju sa ravnima u kojima takvi ¢vorovi
ne postoje.

(d) Pokazati da se odbacivanjem svih ¢vorova recipro¢ne reSetke sa nultim strukturnim
faktorom u jednoj takvoj ravni trougaona reSetka prevodi u sacastu.

12. Pokazati da je provodnost tetragonalnog kristala izotropna u ravni normalnoj na c-osu.
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2.2 Odabrana resenja

1. Primitivni vektori recipro¢ne reSetke se izrazavaju preko primitivnih vektora kristalne resetke

izrazima:
ags X as az X ajp a; X ag
b2 =27 b3 =27

VO ) "/’0 ) VO )
gde je Vo = a; - (ag x a3) = a®/4 zapremina elementarne ¢elije fec reSetke. Prvi primitivni
vektor reciprocne resetke je:

b1:27T

(2.1)

2(1,0,1 2(1,1 25 |% Gy €zl 9
by = 27 20D X a2L10) _ aTm | 2T gy, (2.2)
Vo Wl 1 o a

Na isti nacin nalazimo i preostala dva primitivna vektora recipro¢ne resetke:
2 2
by =""(1,-1,1), by="(1,1,-1). (23)
a a

2. (a) Zapremina elementarne celije recipro¢ne resetke jednaka je meSovitom proizvodu njenih
vektora. Koristeci vektorski identitet A x (B x C) = (A - C)B — (A - B)C nalazimo:

Qo =by - (b2 x b3) = (27;3)3(32 x a) - [(as :al) X (\a];,x\zi)}
(271.)3 (27‘(’)3 (24)
= %3 (32 X a3) [al((ag X a1) 'a2) — 32((33 X al) . al)] = ‘/0
-V =0

(b) Koristeci izraze (2.1) za vektore recipro¢ne reSetke i vektorski identitet iz dela zadatka
a), lako dolazimo do ekvivalencije ¢; = a;.

(¢) Proizvoljan vektor q moZe da se razvije u bazisu koji ¢ine primitivni vektori recipro¢ne
reSetke q = 2?21 a;a;. Iz skalarnog proizvoda q-b; sluzedi se relacijama a; -b; = 2md;;
dobijamo a;; = q-b;/(27). Sli¢no, raspisujuéi proizvoljan vektor q u bazisu primitivnih
vektora reciproc¢ne resetke q = 213:1 Bib; dobijamo 8; = q-a,;/(2m).

3. hcp reSetka nije Braveova ali se svodi na heksagonalnu reSetku sa dva atoma u bazisu. Pri-
mitivni vektori heksagonalne reSetke i polozaji atoma u bazisu su:

a; = a(1,0,0), ay=a/2(1,v3,0), asz=c(0,0,1),

d; =0, dy=(a/2aV3/6,c/2). 25)

Odnos ¢/a se naziva idealnim kada je rastojanje izmedu atoma 1 i 2 jednako konstanti resetke
a, tj. |da| = v/a?/3 + ¢2/4 = a, odakle je ¢/a = \/8/73 Zapremina jedini¢ne celije hep reSetke
je VP = a; - (ay x a3) = a%¢v/3/2, odnosno za idealni ¢/a odnos VJ'? = a3y/2. S druge
strane, bcc reSetka se moZe predstaviti kao prosta kubna konstante a’ sa dva atoma u bazisu.

Kako se po uslovu zadatka gustina kristala ne menja prilikom strukturnog faznog prelaza,

sledi 5 5 5
mMNa TMNa MNa
_ _ — , 2.6
TV T Ve @) (2

odakle je a = a’/2'/6 = 3,77 A.
5. Videti udzbenik [1], Glava 5, odeljak LATTICE PLANES, strane 89-91.

6. (a) Odaberimo (bilo koju) ravan kojoj je vektor K ortogonalan. Za sve tacke r u ovoj ravni
vazi da je r - K = A gde je A konstanta. Ako odaberemo presek ravni i prave ¢iji je pravac
zadat vektorom a; onda za ovu tacku vazi r = x1a; i jo§

riag - K= (hbl + kbg + lbg) crija; = 27Th.’E1 = A. (27)

Na slic¢an nacin je xqas - K = 27kzs i x3a3 - K = 27lx3, te posto su sva tri skalarna proizvoda
jednakaAsledih:k:l:%:i: L

x xo x3 "
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(b) Odaberimo tri vektora xia;, zoas i xzag ¢iji vrhovi leZe u ravni (hkl). Njihove razlike

A a ag
Arlleal—xgagz— — = —,

2n\ h k
A a, as (2.8)
AI‘Q = Tja; — xrzadz = ﬂ(ﬁ — 7),

paralelne su ravni (hkl). Kako je K- Ar; = K- Ary = 0 sledi da je K L Ary, Ars a prema
tome K L (hkl).

9. Tacka u kristalnoj ravni (hkl) se moze predstaviti na sledeéi nacin

r=R;3 +a(Ri — R3) + B(R2 — Rs)
=(a+2B)a; + (3—4a—3B)ay + (1 — a)as (2.9)

= x1a] + Tqa2 + xr3as.

U koordinatama primitivnih vektora resetke tacka prodora prave ¢iji je vektor pravca a; kroz

Slika 2.1: Skica proizvoljne kristalne ravni.

ravan (hkl) je (a1,0,0). Iz sledidajea=118= —%, odakle se dobija 1 = a+25 = %
Na sli¢an nacin, tacke prodora pravih ¢iji su vektori pravca as i ag u bazisu primitivnih
vektora reSetke date su izrazima (0,xz2,0) i (0,0, x3), respektivno. Iz na sli¢an naé¢in
nalazimo 3 = % i 3 = —1, te su trazeni Milerovi indeksi (hkl) = (325).

10. Intenzitet reflektovanog zrafenja je proporcionalan kvadratu strukturnog faktora Sk, koji
zavisi od geometrijskog strukturnog faktora (rasporeda jona unutar bazisa) i (atomskog) form
faktora (vrste jona koji ¢ine bazis) (videti [I], jednacina 6.21):

Sk = fi(K)e®d., (2.10)
J
Atomski form faktor je dat relacijom (videti [I], jednacina 6.22):
1 4
FK) =~ [ v, (2.11)
e

gde je —e naelektrisanje elektrona a p(r) je raspodela elektronskog nalektrisanja jona. Kako
smo fuleren aproksimirali ravnomerno naelektrisanom sferom, raspodela elektronskog nae-

lektrisanja je p(r) = — 2% §(r — R). Konstantu proporcionalnosti smo odredili integraleci
raspodelu p(r) po celom prostoru uz uslov da fuleren sadrzi 360 elektrona. Iz jednacine
dobijamo:

B 360 o 2 2 o . iKrcos@ __ 360 .
f(K)= m/@ drr 5(7’7R)/0 dgb/o df sin fe = K—Rsm(KR). (2.12)

Dakle, u ovom sluc¢aju form faktor zavisi samo od intenziteta vektora K. Predstavljajuci
fec resetku kao prostu kubnu sa bazisom d; = {0,a/2(e; +e,),a/2(e, +e.),a/2(e. +e,)},
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primitivni vektori reciproc¢ne reSetke su by = 27w /ae,, by = 27/ae,, by = 27/ae,. E| Vektori
reciprocne resetke koji odgovaraju datim ravnima su:

K200y = 2b1, K(i11) = b1 + bz + ba, (2.13)
Moduli ovih vektora su Kpp0) = 2-27/a i K11y = V3 - 2m/a. Form faktore dobijamo iz
2.12
f — SGOM = 0,008, f, — 360M —0.16 (2.14)
(200) 47R/a SR A 2mvV3R/a T '

U ovom slu¢aju su svi joni identi¢ni, tako da se intenziteti zracenja reflektovanog od ravni
(200) i (111) odnose kao:

2
iK(111)-d;
Iy ~ 1Sa1n)l? _ f(2111) ‘Zje () 0,162 g 400 (2.15)

2 70,0082 42

I200)  |S200))? f(2200) ‘Zj oK (200)d;

tj. intenzitet koji odgovara (200) ravni je znatno manji od onog koji odgovara (111) ravni.

11. (a) Primitivni vektori hcp reSetke i njen bazis dati su u reSenju zadatka Bududi da su
atomi u bazisu identi¢ni strukturni faktor hcp resetke dat je izrazom

n

SK — ZeiK.dj — eiK-dl + eiK-dz —
= (2.16)

-1+ eiQﬂ((m1+m2)/3+m3/2) -1+ eimr/S’

gde je K = miby + mabs + msbs i n = (m1 + ms)/3 + ms3/2 moZe biti bilo koji ceo
broj. S obzirom na periodi¢nost faze e™/3 strukturni faktor Sk moZe uzeti samo 6
razli¢itih vrednosti.

(b) Sk =0 kada je n = £3,49,£15..., tj. kada n pri deljenju sa 6 daje ostatak 3. Za sve
vektore reciprocne reSetke ¢iji vrhovi leze u ravni koja je normalna je na c-osu i ujedno
sadrzi K = 0 vazi da je mg = 0. Stoga je n = 2(my + mz), tj. paran broj, pa ne moZe
dati ostatak 3 pri deljenju sa 6, te je Sk # 0 za sve vektore iz ove ravni.

(c) Ravni normalne na c-osu su indeksirane celim brojem ms. Ukoliko je mg3 paran, onda je
i n =2(my + msa) + 3ms parno te ne moze dati ostatak 3 pri deljenju sa 6 pa je u ovoj
ravni uvek Sk # 0. S druge strane, ako je mg neparno, mogu se naci ¢vorovi u mg ravni
za koji je Sk = 0. To znadi da se ravni u kojima postoje ¢vorovi sa nultim strukturnim
faktorom naizmeni¢no smenjuju sa ravnima u kojima takvi ¢vorovi ne postoje.

(d) Iz prethodnog dela zadatka vidimo da je mgs je neparno. Onda 3mgs daje ostatak 3 pri
deljenju sa 6, pa je 2(my + ms) deljivo sa 6, odnosno m; + ms je deljivo sa 3. Da
se trougaona reSetka zaista prevodi u sacastu ¢italac ¢e najlakSse moéi da se uveri ako
nacrta trougaonu reSetku, indeksira njene évorove sa (mq,ms2) a onda obrise sve &vorove
za koje vazi da je m; + mqy deljivo sa 3.

?Kada su u pitanju Milerovi indeksi, bec i fcc refetka se po pravilu predstavljaju kao prosta kubna redetka sa
odgovarajué¢im bazisom.



Glava 3

Zomerfeldova teorija metala

3.1 Zadaci

1. Koriste¢i Zomerfeldov razvoj, izvesti relaciju za specifi¢ni toplotni kapacitet pri konstantnoj
zapremini idealnog elektronskog gasa na niskim temperaturama.

2. (a) Za gas slobodnih elektrona u 2D izraziti radijus rs i koncentraciju n preko Fermijevog
talasnog vektora kp, a zatim pokazati da gustina elektronskih nivoa ne zavisi od energije.

(b) Koriste¢i Zomerfeldov razvoj koncentracije elektrona n, izraziti hemijski potencijal u
kao funkciju temperature. Nakon toga, zamenjujuéi direktno analiticki oblik Fermijeve
raspodele f(g) u izraz n = fj;o de g(e) f(e) pokazati da rezultat koji se dobija za p nije
konzistentan sa rezultatom koji daje Zomerfeldov razvoj. Prokomentarisati rezultat.

14
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3.2 Odabrana resenja

1. Izvodenje Zomerfeldovog razvoja se moze naci u [I] Apendiks C. Ovde ga navodimo u obliku
u kome se najcesce koristi:

> : m? 2 ry/ 7t " kT
/ H(e)f()de :/ H(e)de+ T (ks T2 H () + o (ks T) (1 )+o< ; ) (3.1)
gde je f(e) = m Fermi-Dirakova (FD) raspodela a H(e) bilo koja funkcija koja
tezi nuli kad e — —oo i divergira ne brze od stepene funkcije € kad ¢ — 4o00. Da bismo
iskoristili Zomerfeldov razvoj, potrebno je da svedemo izraze za elektronsku gustinu n = N/V
i unutrasnju energiju po jedinici zapremine v = U/V na odgovarajuci oblik. Ove dve veli¢ine
se mogu predstaviti kao integral FD raspodele u impulsnom prostoru

n:%Zfa(k) / k (=

= S0 G / dk ()1 ((09),
F(e(k))

(3.2)

gde smo dodali faktor 2 jer smo pretpostavili degeneraciju elektronskog gasa po spinu. Ener-
gija slobodnih elektrona je e(k) = %, odakle je k2dk = ™22 :1/24c  pa unutrasnju
energiju po jedinici zapremine (i sli¢ne integrale) prevodimo u integral po energiji:

(2727)3/dkF(s(k))/0 d/lc/li2 <h2k2) / ngzjs/z 1/2F(€)d€:/°° () F(e)de.

B (3.3)
U ovom izrazu smo uveli gustinu stanja elektrona:
0, e <0,
O TR o
Izrazavajuéi elektronsku gustinu i unutrasnju energiju preko gustine stanja, dobijamo:
e3¢} " 7_(_2 5
n= [ a@fEe= [ g+ T aT g ) + ..
oo e 0 (3.5)

u= [~ g = [ cqente + T esT 0l0) + () +

— 00 — 00

FD raspodela se na niskim temperaturama od step funkcije razlikuje samo u uskoj oblasti
~ kT oko p. Posto je za T' <« T hemijski potencijal priblizno jednak Fermijevoj energiji,
mozemo da transformiSemo prvi ¢lan u Zomerfeldovom razvoju na sledeéi nacin:

/“ H(e)de — /F H(e)de + (ji — ep) Hler), (3.6)
0 0

gde smo koristili teoremu o srednjoj vrednosti integrala i urac¢unali da ne postoje stanja sa
negativnom energijom. Elektronsku gustinu n = fOEF g(e)de na T = 0 dobijamo iz 1'
zamenjujuéi T = 0 i u = ep. PoSto se elektronska gustina ne menja sa temperaturom,
izjednacavajuc¢i n na T =01 T # 0 i koriste¢i iz (3.1) dobijamo

(1~ er)afer) + %(@T)Zg'(ew ~0, 1)

odakle zamenjujuéi izraz za gustinu stanja dobijamo prvu popravku hemijskog potencijala

na niskim temperaturama
kT
- 1 - 7( ) ’ .
I 5F< s, ) (3.8)
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Na sli¢an na¢in unutra$nja energija po jedinici zapremine je

2. (a)

2

u= /EF eg(e)de +(pn —ep)epg(er) + %(kBT)Z(g(é‘F) +erg (er)) + ...

uo

2 2 (3.9)
=Ugt+EF ((/L —er)g(er) + 6(/€BT>29/(€F)> +€(k’BT)29(5F) +...,
=0
odnosno do drugog reda po temperaturi
72 9
u=ug+ E(kBT) g(er). (3.10)
Sada lako nalazimo specifi¢ni toplotni kapacitet po jedini¢noj zapremini
Cy ou 2, w2 kT
=— == =—=k3zT = ——nkp. A1
cv v (8T)V 3 "B 9(er) 2 ep nkp (3.11)
Elektronska gustina 2D elektronskog gasa (2DEG) je
2 4 ke k2
n= 2/ Pk= [ kdk = L. (3.12)
(2m)? Jr<r (2m)% Jo 2

Zajcov (Seitz) radijus je radijus sfere Cija je zapremina jednaka zapremini gasa po elek-
tronu. U 2D je to povriina kruga, tako da je V/N = 1/n = 772, odnosno 7, = v/2/kp.
Analogno 3D elektronskom gasu i jednacini fizicke veli¢ine poput unutrasnje ener-
gije mozemo da izrazimo preko gustine elektronskih stanja

2 2 2T 0o 00
@2 /k <de2kF(6(k)) /0 de /0 dkkF(s(k)) = / g(e)F(e)de, (3.13)

T 2n? .
a posto je i kod 2DEG kdk = m/h%de dobijamo da gustina stanja ne zavisi od energije
0, e <0,
9(e) = { (3.14)

7, €>0.

Sto predstavlja jednu od najvaznijih razlika izmedu 2D i 3D elektronskog gasa. Drugi
nacin da se definiSe gustina stanja je preko Dirakove delta funkcije

g(e) = (Qi)2 /d2k5(5— %) (3.15)

odakle se takode dobija izraz (3.14) za gustinu stanja 2DEG.

Koriste¢i Zomerfeldov razvoj (3.1)) elektronska gustina je
oo I
n= [ serrients = [ glepae = 1. (3.16)

tj. ne zavisi od temperature jer su svi ¢lanovi u razvoju po temperaturi nula osim prvog
u razvoju nula posto g(e) ne zavisi od energije. Zamenjujuci n iz u Zomerfeldov
razvoj dobijamo hemijski potencijal 4 = er na bilo kojoj temperaturi. Ukoliko integral
iz reS§imo direktno, bez primene Zomerfeldovog razvoja, sledi

(') 00 1 [e's] —%
n= / g(e) f(e)de = %/ de———— = %/ d&%, (3.17)
~o0 mhJo o ET) 1 o g 4T 4

e—p

odakle kada uvedemo smenu z = e *B7T sledi

mkgT BT s mkgT

n= / = In(1 4 %57 ). (3.18)
0

mh2 142 mh2
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1z (3.12) je nxh? _ WKL = ep pa se izraz (3.18)) svodi na
m 2m
ep=u+kgTIn ].-i—e_“/kBT . 3.19
I

U slucaju kada je T < Ty vazi da je e #/*8T <« 1 pa logaritam mozemo da razvijemo
i zadrzimo samo prvi ¢lan, odakle se zavisnost hemijskog potencijala od temperature
moze izraziti na slede¢i nacin

LR ER kaTe_’:BiFT. (3.20)

Dakle, hemijski potencijal 2DEG ipak zavisi od temperature. OvaJ rezultat se oc¢igledno

razlikuje od onog koji daje Zomerfeldov razvoj zato §to e ~%pT nije analiticka funkcija
TzaT=0.



Glava 4

Elektroni u periodiénom potencijalu.
Blohova teorema

4.1 Zadaci

1.

(a)

(b)

Pokazati da je srednja brzina Blohovih elektrona u n-toj energijskoj zoni data relacijom:
1
vp(k) = ﬁvkan(k).

Nadéi elemente tenzora inverzne efektivne mase Blohovih elektrona u funkciji energija
en(k), talasnih funkcija ¥,k (r) i njihovih izvoda. Tenzor inverzne efektivne mase za
elektrone se definise u okolini lokalnog minimuma energijske zone relacijom:

1) = & Lenll)
im0 = 52 ar 0k,

Nadéi disperzionu relaciju elektrona u Kronig—Penijevom modelu [4]. Periodi¢ni poten-
cijal V(x + d) = V(x) gde je d = a + b dat je relacijom (Vy > 0):

. V()7 S (—670)
V@)= {0, x € (0,a)

Kronig-Penijev d-model se dobija iz ovog modela u grani¢nom slucaju kada b — 0 i

Vo — oo, uz uslov da je bVy — %, gde je P konstanta. Nadéi i skicirati disperzionu

relaciju elektrona u ovom modelu.

Izracunati gustinu stanja u Kronig-Penijevom d-modelu. Uveriti se da je na granicama
zone gustina stanja divergentna.

Pokazati da se opsti izraz za gustinu stanja g,(e) = 2 [ © %ﬁ u slucaju

slobodnih elektrona na Fermijevoj energiji svodi na poznati izraz g(er) = mkr/h>7>.

Razmotriti zonu ¢iji se izraz za energiju u blizini minimuma zone moze predstaviti

. R2 k2 k2 k2 . o . .
izrazom e, (k) = o + % (= + —* + -=). Pokazati da, ukoliko je £ dovoljno blizu

vrednosti ¢ (tako da je izraz za zonsku energiju i dalje na snazi), gustina stanja g, (&)
je proporcionalna (& — 50)1/2. Dalje, pod pretpostavkom da kvadrati¢na disperzija za
en(k) vazi sve do ep, i razmatrajuci osnovno stanje Blohovih elektrona (na T' = 0),
pokazati da je gustina stanja u okolini £ oblika:

3 Ne

gn(EF) = §5F7507

gde je n. doprinos elektrona iz same zone ukupnoj koncentraciji elektrona.

4. Atomi se nalaze na jednodimenzionalnoj reSetki konstante a. Periodi¢ni potencijal u kojem

se krecu elektroni je vida

+o0

V(z)=aVo Y &z na), (4.1)

n=—oo

18
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gde je Vj konstanta odgovarajuéih dimenzija, videti sliku

(a) U slucaju Vy > 0, odrediti vezu izmedu talasnog vektora i energije elektrona i uveriti
se da se ta veza svodi na vezu koju smo dobili razmatrajuéi Kronig—Penijev d-model
[videti zadatak b)] u kojem treba identifikovati PZ—Z — aVp.

(b) U slucaju V; < 0:

(b1) pokazati da je energija vezanog stanja elektrona koji se krec¢e u potencijalu Vi (z) =
2
aVyé(z) jednaka 1 = —&p, gde je g, = % energija veze;
(b2) pokazati da veza izmedu energije € (¢ < 0) i talasnog vektora k za periodi¢ni
potencijal V(z) glasi

cos(ka) = —Ziismh(%a)

Vol xa + cosh(sea), (4.2)

. 2me
gde je = ”_F;

(b3) pokazati da za e, > |Vy| dozvoljene vrednosti za e zadovoljavaju

hQ%i h? 52
— <e< — — 4.3
om == om (43)
gde su sy resenja jednacina
inh
g SIN0ed) | era) = 41 (4.4)

[Vo|  »+a

(b4) uveriti se da se u limesu a — oo energijska zona iz dela (b3) suzava do energije
€ = —&p vezanog stanja elektrona iz dela (b1).

v

—a 0 a 20 x
Slika 4.1: Periodi¢ni potencijal dat jednac¢inom (4.1) za Vy > 0.
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4.2 Odabrana reSenja
2. (a) Sredingerova jednadina u oblasti 0 < z < a glasi

d? 2mE
T5U(@) + S (@) =0 (4.5)

i zbog E > 0 njeno reSenje je

2mE

Y(x) = Ce™ 4 De™ ™ 0 <2 < a,a = R (4.6)
éredingerova jednacina u oblasti —b < x < 0 glasi
d? 2m(E — Vp)
EWJJ) + Tiﬂ(ﬂf) =0 (4.7)
i njeno reSenje je
. . 2m(E —
Y(z) = AeP®* + Be ™% _b<x<0,8= w. (4.8)

U definiciji koeficijenta 5 smo pretpostavili da za E — V) < 0 vazi § = id, gde je
2m(Vy — E)/h?. 1z uslova neprekidnosti talasne funkcije u tacki = 0 sledi

A+B=C+D, (4.9)
dok iz uslova neprekidnosti prvog izvoda talasne funkcije u x = 0 sledi
B(A - B)=a(C — D). (4.10)

Prema Blohovoj teoremi, talasna funkcija u oblasti a < z < a+d je ¢(x) = e*¥)(z—d),
tako da u oblasti a < x < d vazi

Y(x) = ethd (Aew(w_d) + Be_w(””_d)) ,a <z <d. (4.11)
Iz uslova neprekidnosti talasne funkcije u tacki z = a sledi
Ce'® + De™ i@ = ¢'kd (Ae™ PP 4 Beifh) (4.12)
dok iz uslova neprekidnosti prvog izvoda talasne funkcije u x = a sledi

a (Ce** — De™**) = Beikd (Ae_mb - Beiﬁb) . (4.13)

Jednaéine (4.9), (4.10), (4.12)) i (4.13) ¢ine homogeni sistem linearnih algebarskih jed-
nacina za koeficijente A,B,C' i D. Taj sistem ima netrivijalno resenje pod uslovom da
mu je determinanta jednaka nuli, odnosno

1 1 —1 —1
-3 —« « _
det ¢i(kd—pb) ¢i(kd+pb) _gioa  _p—iaa | = 0. (4.14)

ﬂei(kdfﬁb) 766i(kd+’8b) —qelee  pe—ica

Izracunavanje ove determinate kona¢no daje vezu izmedu talasnog broja k i energije E
(koja figuriSe u izrazima za « i )

a? 4 p?

2a8

Prilikom izvodenja ove relacije smatrali smo da je E > Vy;za 0 < E < Vj vaZi cos(idb) =
cosh(6d) 1 sin(idb) = isinh(0b), tako da se u slucaju 0 < E < V; disperziona relacija
svodi na

cos(kd) = cos(aa) cos(fb) —

sin(aa) sin(5b). (4.15)

a? — §2

cos(kd) = cos(aa) cosh(db) — sin(oa) sinh(0b). (4.16)
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(b)

Zbog Vy — 400, u ovom delu zadatka ¢emo koristiti disperzionu relaciju (4.16)). Posto
vazi

a? —§? 1 22mE 2m sinh(db)
200

5o sin(aa) sinh(0b) = — Fb - ﬁV0b> sm(aa)T, (4.17)

sledi da se pri b — 01 Vy — +o0, uz uslov bV — PN’Z—Z, disperziona relacija (4.16) svodi

na
sin(aa)

cos(ka) = cos(aa) + P (4.18)

aa

Slika 4.2: Desna strana jednacine (4.18)) za P = 37w/2 u funkciji aa. Dozvoljene vrednosti ener-

gije su odredene uslovom ’cos(aa) + PW’ < 1, a odgovarajuce oblasti vrednosti promenljive

aa su oznafene punim linijama duZ aa ose. Oblasti vrednosti promenljive aa koje odgovaraju
nedozvoljenim vrednostima energije su oznacene isprekidanim linijama duz aa ose. Adaptirano

iz [4].

Na slici je prikazana zavisnost cos(aa)+ P % od aa, a time posredno od energije
E. Uocavamo da se energijski spektar sastoji od razdvojenih oblasti (oznacenih punim
linijama duZ aa ose) unutar kojih se energija elektrona kontinualno menja. Te oblasti
se nazivaju dozvoljenim zonama, dok se oblasti izmedu njih nazivaju nedozvoljenim
(zabranjenim) zonama.

Gustina stanja, koja se definige kao broj stanja u jedinici zapremine (u jednodimenzio-
nalnom sistemu, po jedinici duzine), je data izrazom

gle) = 2/IBZ % 0(e — E(k)). (4.19)

Integracija u jednaini (4.19) se vrsi po primitivnoj ¢eliji recipro¢ne resetke (npr. po
prvoj Briluenovoj zoni-IBZ), dok faktor 2 dolazi od spina. Ako jedna¢ina E(k) = ¢ ima
reSenja k., koja pripadaju IBZ, onda se g(¢) moZe napisati u obliku

a(e) =+ > B

™
k.€IBZ

—1

(4.20)

L P

Izvod %,(Ck) se dobija polazeéi od disperzione relacije (4.16)), vodeéi rac¢una o tome da
je a funkcija energije F, zbog Cega imamo

da a dE
Tk 2B di (4.21)
Nakon kraceg racuna dobija se
P _ ke sin(ka) (4.22)

dk

sin(aa) |’
oa

aasin(aa) — P |cos(aa) —

Da bi rezultat za ‘é—f zavisio samo od F, treba iskoristiti da je

|sin(ka)| = /1 — cos?(ka) = \/1 - [cos(aa) + PM ) (4.23)

aaq
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tako da vazi

e
1- [cos(aa) + PW}
aa sin(aa) — P {cos(aa) _ W] ‘ .

‘ _ 2|E‘ (4.24)

Za dato €, takvo da je ‘cos(aa) + PW’ < 1, broj resenja jednac¢ine E(k) = € unutar
IBZ je jednak 2 jer cos(kd) prode ceo period kada k prolazi IBZ i pri tome svaku vrednost
iz intervala (—1,1) uzme tacno 2 puta. Zato je konacan izraz za gustinu stanja

o(6) = 1 ’oza sin(aa) — P {cos(aa) - W} ‘ | (125)

Tea in(aa)
1-— {cos(aa) + p=2Y ]

pri Gemu je u jednacini (4.25) o = \/2me/h2.
Na granicama zone, kada je | cos(ka)| = ’cos(oza) + PW‘ = 1, broj resenja jednacine
E(k) = € unutar IBZ je jednak 1, §to znaci da bi rezultat za g(¢) iz jednacine (4.25) u tom

slucaju trebalo prepoloviti. Medutim, ta korekcija nema znacaja, posto rezultat (4.25)
divergira u tim tacakama.

3. (a) Povrs konstantne energije S, (¢r) je Fermijeva sfera, a njen polupre¢nik je kr = \/2mep /h2.
Za slobodne elektrone, e, (k) = ﬁ%lfb , pa je |Vien(k)| = h%k/m, gde je k = |k|. Zbog
sferne simetrije, integracija po Fermijevoj sferi se svodi na mnozenje faktorom 4, odakle

konaé¢no sledi rezultat dat u postavci zadatka.
(b) Za zonu datu u tekstu zadatka vazi

h2k2 2
Vien(K)[=h | Y L2 (4.26)

. 2m; my
i€{z,y,z}
dok je povr§ konstantne energije Sy, () elipsoid

2
Z n kf =€ —¢&p. (4.27)

Zbog simetrije u odnosu na inverziju kroz koordinantni pocetak, integral f S (e) %

je dovoljno izracunati u oktantu k, > 0,k, > 0,k. > 0, u kojem je k., kao funkcija k,,ky,

dato kao
V2m; \/ R2k2 h2k
ky(kyky) = e—gyp— —=2 — —L. (4.28)
Y h 2m,  2m,
Element povrsine je
.\ [0k’
o5 = a1+ ()4 (2) 129
z Y

Koristeci jednacine (4.26]), (4.28) i (4.29) kona¢no dobijamo da je gustina stanja

. dk, dk,
96 = o5 ,/m / (4.30)
ke, ky >0\/ _ R2k2 h?ky

2my 21y,

Ovaj integral se najjednostavnije reSava prelaskom u polarne koordinate

V2my
h

\/2m
k., = Ve—eorcosp, ky = - YVE —¢go 7 sin @, (4.31)

pri ¢emu se integracija vrsi po r € [0,1] i ¢ € [0,7/2]. Nakon kraceg rac¢una konac¢no

dobijamo
A/ 2Mp My, M,
A A RN (4.32)

gn(e) = 213
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4. (b1)

Pod pretpostavkom da kvadrati¢na disperzija za €, (k) vaZi sve do € g, doprinos elektrona
iz same zone ukupnoj koncentraciji elektrona je

ER 2 /2
Ne = / de gn(e) = VMM (er — 50)3/2. (4.33)

3 m2h3

=00}

Koristec¢i ovaj rezultat, jednostavno se pokazuje da je gustina stanja u okolini € jednaka

2My My, M, 3 .
Vv v er—eg = o (4.34)

gnler) = 2R3 2ep —go
Sredingerova jednacina u oblasti x < 0 je
d? 2meq

i ima reSenje (uzimamo u obzir da 1 (z) ne sme da divergira za x — —o0)

2meq

Yi(z) =A€7, x<0, y= 2 (4.36)
Analogno, Sredingerova jednacina u oblasti x > 0 ima reSenje
Y1(x) = Ay e 7. (4.37)

Uslov neprekidnosti talasne funkcije u z = 0 daje A; = As. Skok prvog izvoda talasne
funkcije pri prolasku kroz tacku x = 0 zadovoljava

di () ) <d¢1 (z) ) 2m
- = —5-aVoy1(0), (4.38)
( dr ) ,_1 de ), _ . h?
odakle sledi 5
oy A, = h—?aVoAl. (4.39)
Poslednja jednacina ima nenulto reSenje po A; pod uslovom
m
v = ﬁa\Vol, (4.40)
Sto daje energiju vezanog stanja
ma?|Vp|?
£1 = —% (4.41)

Konacan rezultat za normiranu talasnu funkciju je

hi(z) = el (4.42)

U intervalu (0,a), Sredingerova jednacina glasi
d? 2me
) + () = 0, (4.43)
i ima reSenje
2
P(r)=Ae** + Be ™ x € (0,a), »= _%. (4.44)

Prema Blohovoj teoremi, reSenje Sredingerove jednac¢ine u intervalu (—a,0) se moZe
rekonstruisati polazeé¢i od reSenja u intervalu (0,a)

Y(z) = e U P(z +a) = e (A @t 4 p 6*”(””““)) ,x € (—a,0). (4.45)

Uslov neprekidnosti talasne funkcije u = 0 daje

e—ika(A e** + B e—%a) = A+ B. (446)
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1z uslova za skok prvog izvoda talasne funkcije pri prolasku kroz tacku x = 0 dobija se

2m

#A — 2B — e " (A e” — xBe ") = ﬁaVO(A + B). (4.47)

Poslednje dve jednacine imaju netrivijalno resenje po A,B pod uslovom

e—ikae%a -1 e—ikue—na -1

det — (efik:ae%a _ 1) _ %a‘/b 2 (efikaef;fa _ 1) _ %GVO =0 (448)
Izra¢unavanje determinante daje
2V sinh
cos(ka) = mc;# 0 W + cosh(sa), (4.49)
Sto se svodi na izraz dat u postavci zadatka koristec¢i resenje dela (bl).
Dozvoljene vrednosti energije € zadovoljavaju
ey sinh(sa)
- 1<-2——— h <1 4.50
AT + cosh(sa) < (4.50)

Razmotrimo najpre levu nejednakost. Koristeci 1 + cosh(t) = 2cosh?(/2), leva nejed-
nakost se svodi na
ey sinh(sca/2)

0 < 2cosh(sa/2) Vol a2 + cosh(sca/2) (4.51)

odakle dalje sledi

tanh(sca/2) Vo
a7 < E—: (4.52)

Posto je funkcija tanh(z)/z monotono opadajuca za x > 0, pri ¢emu vazi tanh(z)/x —
1,z — 0, tanh(z)/xz — 0, 2 — 400, reSenje »_ jednacine

tanh(sc_a/2)  |Vp|

= 4.53
w_a/2 b (4.53)
postoji pod uslovom |Vy|/ep < 1, tj. g, > |Vp|. Dakle, za g, > Vo,
2. 2 2.2
tanh(sca/2) < tanh(s_a/2) D > = WP < _h =y (4.54)
a2 »_a/2 2m 2m

Razmotrimo sada desnu nejednakost, koja se korid¢enjem cosh(t) — 1 = 2sinh?(¢/2)
svodi na

h 2
sinh(sca/2) {_%W + sinh(%a/Q)} <0. (4.55)
Zbog definicije s sledi
»a xa £p
Ztanh (57) < - 4.56
9 M2 =) (4.56)
Funkcija « tanh(z) je monotono rastuéa za x > 0 pa jednacina
ia xia Ep
A (210 = E st
> > )~ Wl (40

ima reSenje za proizvoljan odnos &;,/|Vy|. Dalje imamo

na »a P P! B2 52 h252
7tanh<7) g%tanh(%) = x< i =>e=— o > — 2m+' (4.58)

Sumirajuéi sve dosadasnje rezultate, zaklju¢ujemo da pod uslovom ¢, > |V,| dozvoljene
vrednosti za € zadovoljavaju

<e< = (4.59)

pri ¢emu s jesu reSenja jednacina

inh
- 2iw + cosh(spa) = £1. (4.60)
|V0| 4 a
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(b4) Najpre, posto je
Vol 21
— = 5, 4.61
Ep ma?|Vy| (461)
vidimo da je u limesu @ — 400 |Vp| < €3, pa zona razmatrana u delu (b3) ima smisla.
Jednacina (4.53) se moze prepisati u obliku

2 1—e % [V

— = 4.62

w_al+e ¢ €p ( )
Kada a — +00, ta jednacina ima priblizno resenje
mal|Vp|

_ & W2 (4.63)

§to se podudara sa reSenjem za 7 u delu (b1) [videti jednacinu (4.40)]. Jednacina (4.57))
se moze prepisati u obliku
rpal —e 7% gy

_—— = 4.64
2 1+ e *+a |VO| ( )
i u limesu a — +oo ima pribliZno reSenje
mal|Vp|

koje se takode podudara sa resenjem za v u delu (bl) [videti jednacinu (4.40)]. Dakle,
u grani¢nom slucaju a — 400, energijska zona definisana reSenjem dela (b3) se suzava
do energije € = —¢, vezanog stanja koju smo dobili u delu (b1).



Glava 5

Elektroni u slabom periodi¢nom
potencijalu

5.1 Zadaci

1.

Razmotriti jednodimenzionalni sistem elektrona u slabom periodi¢énom potencijalu. Poten-
cijal se moze razviti u Furijeov red

V(z) = Vo + Vi cos <2Z$> + V5 cos (47;1‘)

Izracunati energijski procep na granicama prve Briluenove zone (izmedu prve i druge ener-
gijske zone), kao i u tacki k = 0 (izmedu druge i trece zone).

U okviru modela slabe veze pokazano je da je zavisnost energije elektrona od talasnog vektora
u sluc¢aju da talasni vektor lezi blizu jedne Bragove ravni data jedna¢inom:

1 1 2
ex(k) = B (€a +ep k) E \/[2 (ek — 5&1{)} + Uk,

gde je K vektor recipro¢ne resetke koji odreduje Bragovu ravan, Uk je Furijeova komponenta
periodi¢nog potencijala, dok je e) = h?k?/(2m). Nadi brzinu elektrona ¢iji se talasni vektor
nalazi u blizini, kao i na samoj Bragovoj ravni. Potom odrediti tenzor inverzne efektivne
mase u ekstremalnoj tacki zona i napisati izraze za €4 (k) u blizini ekstremuma zona.

Razmotriti Kronig-Peni §—model definisan u zadatku [2(b) glave ] Detaljnije, jednodimen-
zionalni periodi¢ni potencijal je zadat kao

+oo 2
V(z) = Z P%(S(Jc—na),

gde je P pozitivna realna konstanta, a konstanta reSetke, dok je m masa elektrona.
(a) Smatrajuci da je P < 1 i koristeci egzaktno resenje koje smo izveli ranije, izracunati
energijski procep izmedu prve i druge energijske zone u tackama k = +7/a.
(b) Izracunati energijske procepe izmedu zona u okviru modela slabe veze i uporediti dobi-
jeni rezultat sa rezultatom dela (a).
Razmotriti dvodimenzionalni elektronski gas koji se nalazi u slabom potencijalu kvadratne
kristalne reSetke konstante a. Ispitati zonsku strukturu koja nastaje kao posledica slabog

potencijala u okolini tacke (f7ﬁ), u kojoj je neperturbovani spektar ¢etvorostruko degene-
a’a

. s - . q. (T T s
risan. Preciznije, odrediti energijske procepe izmedu zona u tacki (,ﬁ)_ Zadatak uraditi
a’a

u dva slucaja:

(@) Uo,2x/a) = Ua, Uzr a2 /a) = 0
(b) U(O,er/a) =0, U(er/a,er/a) = Usg.

26
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5.2 Odabrana resenja

1. Potencijal se moze zapisati u obliku

R 2w
Viz) = Z Vj exp <iajx) : (5.1)
Jj=—00

gde je Vo = Vo, dok je ‘7j = V};)/2 za j # 0. Imajuéi u vidu da je K = (27/a)j, vidimo da
je V; Furijeova transformacija periodi¢nog potencijala (Vk u opstim oznakama). Dakle, na

osnovu belegki sa predavanja:
e energijski procep izmedu prve i druge energijske zone se otvara na granicama prve

Briluenove zone, +m/a, i iznosi 2 x V; = Vi;

e energijski procep izmedu druge i trece energijske zone se otvara u I' tacki (centru prve

Briluenove zone) i iznosi 2 X Vo = Vs.

2. Srednja brzina elektrona u zoni n je v, (k) = h™'Vge,(k). U nafem slucaju, n = =+, pa

koristeci . 2
Viep = —k, Viep_x = — (k — K) (5.2)
sledi o 0
va(k) = % (2k — K) + 'K “k T~ CleK (5.3)

2 J(e8 - e_g)” + 41U’

Na Braggovoj ravni, gde vazi ) = &) g, odnosno talasni vektor k zadovoljava K- (K — 2k) =
0, sledi
h
Vi (K)|Brags = 5~ (2k — K). (5.4)

Tenzor inverzne efektivne mase se definiSe u okolini ekstremuma (minimuma ili maksimuma)
energijske zone, kada je v,,(k) = 0. Iz prethodnih jednac¢ina vidimo da je taj uslov ispunjen
za k = K/2, pa treba izrac¢unati

1 i(k
1 (81&,@( )) . (5.5)
h Ok; k=K/2
Sledi
1 Gvi,i(k) o 1 I(2 0 0 2 2 —1/2 h2
7 (c’)k:j e i o ((51{ —exx) T 4|Uk| ) G-
B (5.6)
Lo _ o 2 2\ %2 oo 2P
_5 ((Ek_sk—K) +4|UK| ) -2(5k—5k_K) EKJ . / .
=K/2
Konacno,
1 <81}i,i(k)) _ 1 (54‘ n hQKin> . (5.7)
h Ok; kK2 M 7T Am | Uk |

Posto radimo u aproksimaciji slabe veze, potencijal je slab, pa je |Uk| < h2K?/(2m). Zato,
u zoni odredenoj znakom +, uslov k = K/2 odreduje minimum zone, pa je tenzor inverzne
efektivne mase

_ 1 [ 9Ovy (k) 1 KK KK
1 +,i s ifL
m> s i+ ~ . 5.8
[y Ty h ( Ok; )sz/2 m ( T Am | Uk 4m? |Uxk]| (5:8)

S druge strane, u zoni odredenoj znakom —, uslov k = K/2 odreduje maksimum zone, pa je
tenzor inverzne efektivne mase

B 1 8vi(k)> 1 ( WK K WK K,
m Yy = (e = (-0, + 1) ~ z 5.9
=Ty h ( Ok; K=Kz M T Am |Uk| 4m? Uk | (59)
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Vidimo da je efektivna masa elektrona u okolini ekstremuma zone manja od mase elektrona.
Izrazi za energiju u blizini k = K/2 glase

9= K S (Feoe) e /22hs = 2

:e+(K/2)+%2Z[m+1]u( ~ Ki/2)(k; — K;/2)

O i,j . —_— (5.10)
=¢c"(K/2) + |Uk| + o ; (5¢j + 4m|UK|) (ki — K;/2)(k; — K;/2)
(K/2)+|UK\+ I - ITUK|( — Ki/2)(k; — K;/2)
9e_(k)
(k K/2 ki — K;)2)(k; — K; /2
e () ~ = (K/2) + Z(akak)k_K/2< /2)(k; — K;/2)
— e (K/2) o Solm (ks — K20 — Ky/2)
0. (5.11)
h? hK; K;
:EO(K/Z)—UK—ZWL;;(—&“-F |U |>( L T 1/2)(k - j/2)
~ e (K/2) - |Uk| — h ZmITUK|( — Ki/2)(k; — K;/2)
3. (a) Koristimo ranije izvedenu vezu izmedu energije elektrona ¢ i talasnog broja k,
_ sin(Ka) _ [2me
cos(ka) =P a +cos(Ka), K= N (5.12)

Razmotrimo procep u tacki kg = m/a, gde je energija elektrona ¢ u okolini energije
slobodnog elektrona eq = h?72/(2ma?). Uvedimo € = &g + Je, pri ¢emu je de < &g.

Tada je
sin(Ka) 5 72 (e \?
N —— s(Ka)~ -1+ — | —) . 5.13
Ka 2o’ cos(Ka) + 2 (260 ( )
Zamenom u disperzionu relaciju sledi
de 72 de
0=—|(-P+—— 5.14
250 < + 2 260)7 ( )
tako da je
4P
0e =0, de= —€o- (5.15)
Dakle, procep izmedu prve i druge zone je
4P h?
A€12 = 2 —=E&0 = 2P? (516)

(b) U aproksimaciji slabe veze, procep izmedu prve i druge zone na granici prve Briluenove
zone je 2V, , gde je Ko = 27 /a. Furijeova transformacija potencijala je
1 o2 o h?
Vi = f/ doe ™ P—§(z) = P— (5.17)
a)_qm ma ma

2
za sve K. Dakle, u aproksimaciji slabe veze, procep izmedu svake dve zone je 2P ——,
a
§to se slaze sa rezultatom koji smo dobili iz egzaktnog reSenja. U aproksimaciji slabe
veze, procep u okolini granice zone k = £ /a se otvara simetri¢no u odnosu na energiju
slobodnih elektrona u k = £7/a, tako §to se donja zona pomera naniZe, a gornja zona
naviSe u energiji za isti iznos. S druge strane, egzaktno reSenje sugeriSe da se procep

otvara nesimetri¢no u odnosu na energiju slobodnih elektrona u k = +7/a.
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4. U tacki k = (7/a,m/a) se susti¢u parabole za slobodne elektrone centrirane oko

2 2 o1 2
K, = (0,0, Kp= <;o> K = (0,;), K, — (”,”). (5.18)

a a

Energije € su odredene netrivijalnim reSenjima sistema linearnih algebarskih jednacina

4
(6 — €ﬁ_Ki) Ck—K,; = Z UKj—K,;Ck—Kj (5.19)

j=1
po koeficijentima cx_x,. Moguce vrednosti za K; — K; su
K; — K, =(0,0); (£27/a,0); (0 + 27 /a); (27 /a, & 27 /a) sve 4 opcije. (5.20)
Zbog simetrije potencijala, koju nasleduje od resetke,
Uw,00 = Uoo;  Utt2r/a,0) = U, +27/a) = U0,27/a);  Ut2nja,+2n/a) = Un/a2n/a)- (5:21)

Sistem jednacina se moZe napisati kao

E U,27/a) Uo,2r/a)  U@rja2r/a) Ck-K,
U,27/a) E Uer/azrn/a)y  U2r/a) h-Ka | _ (5.22)
U(O,er/a) U(Q‘n’/a,Zﬂ/a) E U(O,27r/a) Ck—K3 ’
U@rjazrn/a)  U2n/a) U,27/a) E Ck-K,

gde smo uveli oznaku E = &)y — e+ Ug,0) uzimajuéi u obzir da su u tacki k = (w/a,7/a)
sva 4 nivoa slobodnih elektrona iste energije.

(a) Uslov netrivijalne resivosti sistema (5.22)) glasi

E Uy Uy O
Us FE 0 Ujx
Uy O E FEy
0 Us Uy FE

det = E?(E? —4U3) =0, (5.23)

pasureSenja E = 0 (dvostruko degenerisano) i E = +2U 4. Posto postoji resenje E = 0,
degeneracija nivoa za slobodne elektrone u tacki (7/a,m/a) nije u potpunosti otklonjena,
pa se procep ne otvara.

(b) Uslov netrivijalne resivosti sistema (5.22)) glasi

E 0 0 Ugp
0 E Up 0| _ 2 2v2_
det| o g g | =@ U=, (5.24)

Us O 0 FE

pa su reSenja E = Up (dvostruko degenerisano) i E = —Up (dvostruko degenerisano).
Dakle, degeneracija nivoa za slobodne elektrone u tacki (7/a,m/a) je otklonjena otvara-
njem procepa A = 2Up.



Glava 6

Aproksimacija jake veze

6.1 Zadaci

1. U okviru modela jake veze na¢i disperzionu relaciju elektrona u

(a) prostom kubnom kristalu
(b) zapreminski-centriranom kubnom kristalu

(c) povrsinski-centriranom kubnom kristalu

pretpostavljajuéi da su relevantne jedino atomske s-orbitale. Raditi u aproksimaciji najblizih
suseda i zanemariti direktno preklapanje atomskih orbitala. Parametar preskoka je t > 0. U
sva tri slucaja, pokazati da energijske povrsi imaju sfernu simetriju u okolini I'-tacke i naéi
tenzor inverzne efektivne mase u okolini te tacke.

2. U sva tri slu¢aja iz zadatka [I] odrediti §irinu energijske zone.

3. Ispitati kako se menjaju zakljuci dobijeni u zadacima (a) i u slucaju prostog tetragonalnog
kristala.
Podsetnik @ pomoé: Jediniéna celija prostog tetragonalnog kristala je kvadar ¢ija je baza
kvadrat stranice a, dok mu je visina ¢ # a. Sta iz toga zakljucujemo o parametrima preskoka
duz raznih pravaca u kristalu?

4. Koristeéi aproksimaciju jake veze, naci energijske zone elektrona koji se nalaze u jednodimen-
zionalnom lancu sastavljenom od dve vrste atoma na medusobnom rastojanju d. Konstanta
lanca je a. Raditi u aproksimaciji najblizih suseda i zanemariti direktno preklapanje atomskih
orbitala.

5. Elektronski gas se nalazi u periodi¢nom potencijalu jednodimenzionalnog lanca ¢iji se atomi
nalaze na medusobnom rastojanju a. Periodi¢ni potencijal lanca je dat izrazom

+oo

V(z) =aVy Z 6(x — na),

n=—oo

gde je Vy < 0 konstanta odgovarajuéih dimenzija. U svim delovima zadatka smatrati da je
ma?|Vo|/h? > 1.

(a) U okviru modela jake veze, na¢i izraz za energiju zone kao i 8irinu zone. Raditi u aprok-
simaciji najblizih suseda i zanemariti direktno preklapanje atomskih orbitala. Atomske
orbitale su odredene u delu (b1) zadatka []iz glave

(b) Odrediti 8irinu zone polazeci od resenja dela (b3) zadatka[d]iz glave[dl Uporediti dobijeni
izraz za $irinu zone sa rezultatom dela (a).

6. Koristeé¢i aproksimaciju jake veze, naéi energiju nizeg kraja zone za Cesticu mase m u jed-
nodimenzionalnom periodi¢nom potencijalu V(x) = Vj cos(2mz/a), gde je Vy < 0 konstanta
odgovaraju¢ih dimenzija. Pretpostaviti da talasne funkcije Cestice lokalizovane u okolini mi-
nimuma potencijala imaju oblik ¢(z) o< e™**", gde je o parametar koji treba odrediti.

30
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7. U okviru modela jake veze analizirati atom koji ima 2 valentne orbitale A i B ¢ije su energije
€4 1 eg. Svaki atom ima po dva valentna elektrona. Pretpostaviti da je od takvih atoma
sastavljen 1D lanac i smatrati da orbitale ostaju ortogonalne. Takode, pretpostaviti da
je pomak energije Uy atomske orbitale zbog prisustva okolnih atoma jednak OEI Oznagimo
amplitude prelaska elektrona sa orbitale A (B) jednog atoma na istu orbitalu njegovog suseda
sataa (tBB)-

(a) Koje uslove treba da zadovolje razlika atomskih energija € 4 —ep kao i amplitude prelaska
taa itpp da bilanac bio izolator, a koje da se zone ne bi presecale? Prokomentarisati
rezultat.

(b) IzraCunati i skicirati disperzionu relaciju dve rezultujuce zone. Uzeti vrednosti parame-
taratgaa =1,tgg =2,€4 =01iep =4. Dali je ovo metal ili izolator?

(c) Pretpostaviti da je moguce da elektron sa orbitale A moze da prede na orbitalu B
njegovog suseda (i obrnuto). Kako uvodenje amplitude prelaska ¢ 45 menja disperzionu
relaciju?

8. Razmotriti lanac u kome su svi atomi identi¢ni osim jednog, koji se nalazi u polozaju n = 0.
Na tom atomu (koga moZemo smatrati “neistocom”) energija pridruzene atomske orbitale se
razlikuje od energije orbitala na ostalim atomima za A. U tom slu¢aju, Hamiltonijan jake
veze poprima oblik:

H = (c0+6n0A)n)(n| =t Y (In}(n+ 1|+ n+ 1)(n]). (6.1)

Bilo koje stanje |®) se moze razviti po bazisu lokalizovanih orbitala {|n)} kao

©) =3 6 ). 6.2)

(a) Koristeci anza én = Ae~9" gde je ¢ > 0 i a rastojanje izmedu susednih atoma u
lancu, odrediti konstantu A i pokazati da za bilo koje negativho A postoji svojstveno
stanje Hamiltonijana i naéi energiju koja mu odgovara.

(b) Na¢i (kompleksne) koeficijente transmisije 7" i refleksije R za rasejanje ravnog talasa na
necistoci.

(c) Razmotriti jednodimenzionalni Hamiltonijan sa potencijalom oblika §-funkcije, tj.

h2
S 9% 4 (al)d(x) (6.3)

H=—

Pokazati da postoji lokalizovano svojsteno stanje ovog Hamiltonijana sa negativhom
2

energijom za bilo koju vrednost A < 0. Zatim, uzimajué¢i da je m* = 272? i da je

dno zone u delu (a) ovog zadatka na nuli energije a da je A ~ 0—, uporediti dobijenu

energiju sa energijom iz dela (a) ovog zadatka.

9. Grafen je jednoatomski sloj atoma ugljenika koji su rasporedeni u sac¢astu strukturu kao sto
je prikazano na slici Rastojanje izmedu susednih atoma je a. Posto sacasta reSetka nije
Braveova, poloZaje atoma ¢emo odredivati koristeéi trougaonu resetku (koja jeste Braveova)
sa bazisom od dva atoma A i B. Za primitivne vektore trougaone resetke ¢emo uzeti

3 V3 3 V3
a=a <2em - 2ey> , as=a <2ex + 2ey> , (6.4)

dok su koordinate atoma u bazisudy = 0idg = —ae,.

(al) Napisati koordinate atoma koji se dobijaju translacijama atoma A (B) za vektore tro-
ugaone resetke. Ti atomi ¢ine A (B) podreSetku grafena.

Ovo je samo jo§ jedna konstanta u izrazu za energiju zone. Naga sloboda izbora je gde ¢emo postaviti nulu
energijske skale.

2ansatz = red iz nemackog jezika koja se moze prevesti kao promisljeni pokusaj refenja &iju ¢emo ispravnost
proveriti kasnije
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(a2) Odrediti vektore reciprotne resetke by i by i uveriti se da je recipro¢na resetka takode
trougaona, zarotirana za 7/2 u odnosu na direktnu resetku.

(a3) Skicirati prvu Briluenovu zonu i napisati koordinate njenih 6 ¢oskova. Uveriti se da se
za (kristalografski) neekvivalentne ¢oskove mogu uzeti

2 1 1 2
K=<-b Zby, K'=Z=b b .
31+32, 31+32, (6.5)

a da se preostali ¢oskovi dobijaju translacijama gornja dva za vektore reciproc¢ne resetke.

Elektronska svojstva grafena se mogu dobro opisati koriste¢i samo 7 zone koje poti¢u od
bo¢nog preklapanja 2p, atomskih orbitala atoma ugljenikaﬂ U narednim delovima zadatka,
raditi u aproksimaciji najblizih suseda i zanemariti direktno preklapanje atomskih orbitala
na susednim ¢vorovima A i B podreSetke. Takode, uzeti da je pomak energije atomskih
orbitala zbog prisustva okolnih atoma Uy = 0, dok je parametar preskoka izmedu najblizih
suseda t. Pod tim pretpostavkama, Hamiltonijan 7 elektrona se u aproksimaciji jake veze
moze napisati kao

H=—1tY (R; A)/(R; B| + [R; B)(R; A|)
R
—t> (IR; A)(R+ai; B + |R + a1; B)(R; A)) (6.6)
R
—t> (R; AR +az; Bl + [R + a; B)(R; 4])
R

gde se suma vr§i po svim vektorima trougaone resetke R = nja; + nsas, |R; A/B) = |[R +
dA/B>-

(b1) Pokazati da se reSavanje svojstvenog problema H moZe sprovesti odvojeno za razlifite
talasne vektore k, pri ¢emu se za svako k Hamiltonijan efektivno svodi na 2 x 2 matricu

H(k) = [v(i)* V(Ok)] . (6.7)

Odrediti (k) i disperzionu relaciju dve rezultujuce zone €4 (k). Zona ¢ija je disperziona
relacija e_ (k) (e4(k)) se Cesto naziva 7 ili valentnom (7* ili provodnom) zonom.

(b2) Pokazati da se svojstvena stanja Hamiltonijana H (k) mogu predstaviti u obliku spinora

Ve = % L:elm] (6.8)

i odrediti fazu . Takode, pokazati da su u svojstvenom stanju Hamiltonijana H ¢iji
je talasni vektor k verovatnoce nalazenja elektrona na podreSetkama A i B jednake.

(b3) Pokazati da se w i 7* zona dodiruju u ¢ogkovima K i K’ prve Briluenove zone. Tacke u
kojima se 7 i m* zona dodiruju se nazivaju Dirakovim tackama.

(b4) Kako izgleda Fermijeva povrs grafena? Odrediti Fermijev nivo er (na energijskoj skali
¢ija je nula odredena kao $to je opisano u uvodu ovog dela zadatka).

(b5) Pokazati da se u okolini Dirakovih ta¢aka disperziona relacija moZe napisati u obliku

e+(k) = thorlql, k=K+qilik=K'+q, |qla<1. (6.9)

Izraziti Fermijevu brzinu vp u funkciji t,a i izracunati vp/c (¢ je brzina svetlosti u
vakuumu) za t = 2,8eVia =14 x 107%m.
(b6) Pokazati da se u okolini Dirakove tacke K Hamiltonijan H (k), gde je k = K + q, svodi
na (6,/, su Paulijeve matrice)
H(k) = —hvp (g6 — qy04) - (6.10)

Kako izgleda H (k) u okolini Dirakove tacke K’?

3Elektronska konfiguracija ugljenika je (15)2(25)2(2p)?, &to zna&i da su 4 elektrona u valentnim 2s i 2p stanja.
Medutim, 2s,2p, i 2py orbitale se hibridizuju, te imamo tri sp? hibridizovane orbitale u ravni refetke i 2p. orbitalu
ortogonalnu na ravan resetke. Preklapanje sp? orbitala vodi stvaranju jakih kovalentnih veza u ravni redetke, dok je
znatno slabije bo¢no preklapanje 2p. orbitala odgovorno za delokalizaciju 7 elektrona i time za elektronske osobine
grafena.
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(b7) Pokazati da je gustina elektronskih stanja u okolini Fermijevog nivoa linearna funkcija
energije. Gustina elektronskih stanja na Fermijevoj energiji je jednaka nuli, pa je grafen
semimetal.

Slika 6.1: Sacasta reSetka grafena sa oznacenim ugljenikovim atomima koji pripadaju A (crvene
boje) i B (crne boje) podresetki. Takode su prikazani i vektori translacija a; i as odgovarajuce
trougaone reSetke, a bazis od dva ugljenikova atoma je uokviren pravougaonikom.
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6.2 Odabrana reSenja

1. Koristicemo bra-ket notaciju sa predavanja. Hamiltonijan u koordinatnoj reprezentaciji je
h2
H=K Ur-R), K=--—V; 6.11
+ XUl -R) V2, (6.11)

gde se sumiranje vr§i po svim ¢vorovima reSetke R. Ogranifi¢emo se na bazis stanja {|R)}
lokalizovanih oko ¢vorova resetke. Koordinatna reprezentacija tih stanja je

(rlR) = ¢(r — R), (6.12)

gde su talasne funkcije ¢(r — R) resenja “atomske” éredingerove jednacine

h2
<2mV3 +U(r — R)) d(r —R) =eop(r — R). (6.13)
Potrazimo matri¢ne elemente Hamiltonijana (R’|H|R). Posto je
!
HIR) =&R)+ Y U(r—Ry)[R) (6.14)
R

sledi
Z/ U(I‘ - Rl)

(R'H[R) = eo(R'[R) + <R'
R:

R> . (6.15)

/
Znak prim na sumi Z . U(r — Rq) znadi da je iz sume iskljucena tacka R.
1

Razmotrimo najpre integral preklapanja dve atomske orbitale centrirane oko R i R/

(R'R) = /dr o(r—R)'¢(r—R) = /dr o(r)d(r— (R-—R))=a(R-R'). (6.16)
Najpre, «(0) = 1, jer uzimamo da su atomske talasne funkcije normirane. Za R # R/,
integral preklapanja veoma brzo opada sa porastom |R — R/|. Zato se direktno preklapanje
atomskih orbitala centriranih oko razlic¢itih ¢vorova reSetke najcesée zanemaruje. Ovde ¢emo
pokazati kako se dolazi do opsteg izraza za energiju zone koja se formira kada svaki atom
ima samo jednu sferno-simetri¢nu orbitalu [videti npr. jednac¢inu (10.15) u [I] ili jednacinu

(13.9) u [5] .
R> =dRR’ <R R> +

Razmotrimo sada

<R’ S U(r—Ry) S U(r—Ry)

R1 Rl
v (6.17)
(1- drr) <R’ S U(r—Ry) R>
R:
—{(R-R/)

gde uvodimo energijski pomak Uy koji potice od kretanja elektrona u polju svih atoma izuzev
onog u R, dok je t(R — R/) parametar preskoka sa R na R’. Konacno,

(R/|HR) = g a(R — R') + drr/Up — (1 — dpr/ )t(R — RY). (6.18)

Preéi ¢emo u impulsni prostor

k) =N e*FIR), (6.19)
R

gde talasni vektor k prolazi dozvoljene vrednosti u prvoj Briluenovoj zoni, dok ¢emo norma-
lizacionu konstantu N odrediti iz uslova ortonormiranosti

6k7k’ — <k/|k> :‘N|2 Z e—ik’R’ eikR Oé(R _ Rl)
R'R

Z‘N|2 Z e—i(k’—k)R/ « eik(R—R’) a(R _ RI).
R'R

(6.20)
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Prelaskom sa sume na R’ i R na sumu po R’ i R — R/, i kori§¢enjem identiteta (N, je broj
jedini¢nih éelija)
Z e iK' —KR" _ Nyl x! (6.21)
R
sledi
N = (Nuca(k) ™2, (6.22)

gde je a(k) =1+ Z e’®Ro(R) Furijeova transformacija integrala preklapanja. Sada su
R0
matri¢ni elementi Hamiltonijana u impulsnom prostoru

(K'|H[k) = (Nyea(k)Nyca(k) " x

Z e*ik’Rl 6ikR [80 Of(R _ Rl) + 6RR’UO _ (1 _ 5RR’)t(R _ R/)] ) (623)
R'R
Prelazeéi u prvom i tre¢em sabirku na sumu po R’ i po R — R’ dobijamo
Uo = Ypyo t(R) e
K'|H|K) = Ol |20 + z A 6.24
(k'|H|k) = b |0 [T S o a(R) AR (6.24)
Dakle, u impulsnom prostoru H je dijagonalan, a izraz za energiju zone je
Up — t(R) e’kR .
e(k) = g0 + — 2z HR) ~egt+Up— » tHR) ™R, (6.25)

143 ryo a(R) e RZ0

gde smo u poslednjem sabirku iskoristili ve¢ pomenutu aproksimaciju a(R — R') ~ 0 za
R’ #R.

(a) kubni kristal: ako koordinatni potetak postavimo u jedno od temena kocke, koordinate
Sest najblizih suseda su

Rl)g = (iCL,O,O)7 R3,4 = (O, + CL,O), R5)6 = (0,0 + a). (626)

Za sferno-simetri¢ne atomske orbitale, ¢(R) ima istu vrednost za svih 6 prvih suseda,
t(R1..6) = t.. Dakle,

e(k) =eo + Uy — 2t. (cos(kga) + cos(kya) + cos(k.a)) . (6.27)

U okolini k, = k, = k, = 0 koristimo cos(k,a) ~ 1 — (k,a)?/2, pa dobijamo

e(k)|r & g0 + Uy — 6t +te ((kpa)? + (kya)® + (k.a)?) . (6.28)
Za t. > 0, I" tatka predstavlja minimum zone, pa je tenzor inverzne efektivne mase
1 [ 8%(k) 0ij h?
—1 1]
= — = , = —. 6.29
=l = 72 (akia/@- com T 2ta? (6.29)

(b) bece kristal: ako koordinatni po¢etak postavimo u centar kocke, najblizi susedi su temena
kocke i ima ih 8

Ry, = 13(1,1,1),113,4 - :I:g(fl,l,l),RM - 13(151,1),11778 - j:%(l,l,fl). (6.30)
Ponovo, t(R1) = - -+ = t(Rg) = tpec, pa sledi
ke k k.,
e(k) = &g + Uy — 8tpec COS (;) cos (;a> cos ( 2a) . (6.31)

U okolini k; = ky =k, = 0, sledi
e(k)|r ~ €0 + U — 8tpee + toee ((kea)? + (kya)® + (k.a)?) . (6.32)

Za tyee > 0, T tacka predstavlja minimum zone, pa je tenzor inverzne efektivne mase

2 . 2
[m™1i; = : (8 g(k))r L - (6.33)

2 61(:18]6] My - 2tpeca?
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()

fce kristal: ako koordinatni pocetak postavimo u teme kocke, koordinate 12 najblizih
suseda su

Ry 4= %(il, +£1,0),Rs.5 = g(il,o, +1),Ro. 12 = %(0, £1,+1). (6.34)
Ponovo, t(R1) = - -+ = t(Ri2) = tcc, pa sledi
E(k) =¢&o + UO
— 4t cos km—a cos @ + cos @ cos @ + cos M cos kza
fee 2 2 2 2 2 2 ))
(6.35)

U okolini k; = ky =k, = 0, sledi
e(k)|r & g0 + Uy — 12t pee + tpee ((kpa)? + (kya)® + (k.a)?) . (6.36)

Za tsc. > 0, I' tacka predstavlja minimum zone, pa je tenzor inverzne efektivne mase

1 (0%(k) 5 12
-1 L= —— = v = —
mia = 72 <8ki8kj>r me T 2pea? (6.37)

kubni kristal: energija donjeg kraja zone je enin = €0+ Uy —6t. (to je u T tacki), energija
gornjeg kraja zone je .1 = €9 + Uy + 6t, pa je Sirina zone W, = €pax — Emin = 12t,.
bee kristal: ekstremalne tacke se dobijaju kada su moduli kosinusa jednaki jedinici, pa
je energija donjeg kraja zone enin = €9 + Up — 8tpee (I tacka), energija gornjeg kraja
Zone je €max = €0 + Uy + 8tpee, 1 Sirina zone Wyce = €max — Emin = 16¢pcc-

fce kristal: u I' tacki je minimum zone ein = €0+ Up — 12t f.; maksimum zone ¢ete naci
samostalno, treba da dobijete emax = €0+Up+4t fcc, tako da je Sirina zone Wy = 16t #¢c
(a ne 24t .. kako bi se isprva moglo pomisliti!).

Parametri preskoka kod prostog tetragonalnog kristala nisu isti u svim pravcima. Za
najblize susede uocenog ¢vora u ravni normalnoj na ¢ (odnosno z) osu imamo

Ri2 = (£a,0,0), R34 = (0, £ a,0), t(Ry1) = - - - = t(Ry) = ta, (6.38)
dok za najblize susede duz c ose vaZzi
Rse = (0,0, £¢),t(Rs) = --- = t(Re) = te. (6.39)
Ponavljajuéi postupak kao kod prostog kubnog kristala, dobijamo
e(k) = g9 + Uy — 2t4 (cos(kza) + cos(kya)) — 2t cos(k.c), (6.40)

a dalja i analiza je potpuno analogna kao kod prostog kubnog kristala. Tenzor inverzne
efektivne mase u okolini I" tacke ¢e biti izotropan u ravni normalnoj na c osu (podsetite

se zadatka [12]iz Glave [2).

Atomske talasne funkcije i energija vezanog stanja g su
ma?|Vpl?

5 (6.41)

(xn) = ¢ —na) = 7 eIy = ZalVil g0 = -
Uslov iz postavke zadatka koji zadovoljava jacina potencijala se moze prepisati i kao
~va > 1. Prema postavci zadatka, integral preklapanja a(n —m) = (m|n) = §;,,. Za
precizniju procenu integrala preklapanja, ¢itaoca upucéujemo na reSenje u zbirci Mihaly
& Martin.
Pomak Uy se odreduje izrazom

Uy = /dw o(x — na)* Z aVod(x —ma) | ¢(x — na). (6.42)
m(zn)
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Zbog translacione simetrije, mozemo ga izraCunati za n = 0, te sledi
Uy =alp Z \p(ma)|* = vaVy (e7®% + e~ 4 ). (6.43)
m##0

Mozemo zadrzati samo vodeéi ¢lan po maloj veli¢ini e™7%, a zbog slobode izbora nule
energijske skale mozemo i ignorisati Uy.

Parametri preskoka su za m # n

t(m—n)=— / dz ¢(x —ma)* Z aVpod(x —nya) | ¢(x — na). (6.44)
ny(#n)

Mozemo se koncentrisati na n = 0, a po uslovu zadatka je tada m = +1, pa uzimajudéi
m = 1 dobijamo

t=—aly Z p(nia —a)*p(nia) = —aVp | ¢(0)*¢p(a) + ¢(—2a)*¢(—a)+... | (6.45)
= ?1;1_/ T

Zadrzavajuéi vodeéi ¢lan po maloj veli¢ini e=7¢
t = ~yalVole 7% (6.46)

Sada vidimo da Uy moZemo da zanemarimo i zato §to je njegov vodeéi ¢lan e=27%. Dakle,
energija zone je u aproksimaciji jake veze je

e(k) = eg — 2va|Vple 7 cos(ka). (6.47)

Vidimo da k = 0 predstavlja minimum zone €,,;, = €9 —2ya|Vole 7%, dok su rubovi prve
Briluenove zone k = +m/a maksimumi zone ey = €9 + 27a|Vple 7. Zato je Sirina
zone u aproksimaciji jake veze W = €pax — Emin = 4ya|Vple 7.

(b) U zadatku 4] glave 4] smo pokazali da je Sirina zone

S ot K2

W=-— om om = %(%J'_ + %_)(%+ — %_), (648)
gde je s, reSenje jednacine
P P leo]
4 oy (720 - [0, ’
5 tan 5 Vol (6.49)

dok je »_ reSenje jednacine
tanh(sr_a/2 \%
_ a/2 |60|
Posto se uslov na jacinu potencijala moZe napisati i kao |eg|/|Vp| > 1, vidimo da su i
#ia i »_a znatno vedéi od 1. Koriste¢i aproksimaciju

tanh(z/2) 1 —2e7* 2> 1, (6.51)
vidimo da su u najnizoj aproksimaciji reSenja za s i »_ jednaka i iznose

2|eo]
My R R =. 6.52
+ CL|V0| v ( )

Da bismo nasli razliku s, — »_, uo¢imo da je

leol ~pa(l —2e7) & _a(l + 2e~ %) (6.53)
Vol
odakle sledi
sy — - =2 e ) mdy e (6.54)
Kona¢no je Sirina zone
h2
W= _— 2y -4dye 7% (6.55)
2m

Citaocu prepustamo da se samostalno uveri da je rezultat isti kao onaj koji daje aprok-
simacija jake veze iz dela (a).
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6. Izvrsiti harmonijsku aproksimaciju oko minimuma potencijala. Kom svojstvenom stanju
jedne Cestice u harmonijskom potencijalu odgovara talasna funkcija oblika Gaussijana?

7. (a) Sli¢no kao na predavanjima, Hamiltonijan se moze formulisati kao

H =Y (caln; A)(n; A + ep|n; B)(n; B|)
—taa Y (In; A)(n+ 1 Al + [n+1; A)(n; A|) (6.56)

—tpp Y (In; B)(n+ 1; B + [n+1; B)(n; B|).

n

Stanje |n; A) (Jn; B)) predstavlja orbitalu A (B) atoma na ¢voru n, pri ¢emu vaze relacije
(m; Aln; A) = (m; B|n; B) = 0pmn, (m;Aln; B) = 0. (6.57)

Zato se Hamiltonijan moze reSavati odvojeno za dve zone koja poti¢u od orbitala A i B
prelazeéi u impulsni prostor relacijama

1 ikna
\/N—Zek In; A) ks B) =

pa su rezultujuce zone

ca(k) =€a —2tgacos(ka) ep(k) =ep — 2tpp cos(ka). (6.59)

1

ki A) =
s A) N

Z e*nan; B), (6.58)

Eventualna tacka (u k prostoru) preseka zona €4 (k) i ep(k) zadovoljava

€B — €A

cos(kya) = ——m————. 6.60
(kva) tnn — tan) (6.60)
Poslednja jednacina ima reSenje po k., pod uslovom
BT |~ 2, (6.61)
tpp —taa

S§to je uslov da se zone presecaju.

Provodne osobine lanca odreduje polozaj Fermijevog nivoa. Njegovo odredivanje vrsimo
na T = 0, kada se ono svodi na popunjavanje dostupnih jednoelektronskih stanja sa po
2 elektrona suprotnog spina pocevsi od stanja najnize energije. Unutar prve Briluenove
zone imamo N, dostupnih jednoelektronskih stanja, a ukupan broj valentnih elektrona
je 2N,.. Pretpostavimo da je jednoelektronsko stanje najniZe energije dno zone A, ¢ija
je energija €4 — 2|t 44|. Tada je sigurno dno zone B iznad dna zone A, tj.

e —2|tpp| > €4 — 2|t a4l (6.62)
Lanac ¢e biti metal ako je dno zone B ispod vrha zone A, tj.
€a —2ltaal < ep —2ltpp| < ea+2|taal (6.63)
Lanac ¢e biti izolator ako je dno zone B iznad vrha zone A, tj.
ep—2|tpp| > ea+2|taa|Nep—2|tpp| > €a—2|taa| = ep—2|tpp| > €a+2|taal. (6.64)

(b) Metal.
(c¢) Sada je Hamiltonijan oblika

H =" (ealn; A)(n; A| + eg|n; B)(n; B|)
—t:AZ(In; A)(n+ 1 Al + [n+ 15 A)(n; A])
—tBan:(|n;B><n+ L; Bl + |n + 1; B)(n; B|) (6.65)
—tABZn:(In;A><n+ L; Bl +|n+1; B)(n; A])

—tap »_ (IniB)(n+1; Al + [n+1; A)(n; B|).
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Zato je

H|k; A) = ea(k)|k; A) — 2t ap cos(ka)|k; B), H|k; B) = ep(k)|k; B) — 2t ap cos(ka)|k; A).

(6.66)
Hamiltonijan se, dakle, moze reSavati odvojeno za svako k, pri ¢emu za dobijanje (k)
treba refiti svojstveni problem matrice

ca(k) —2t ap cos(ka)
(—QtAB cos(ka) ep(k) ' (6.67)
Konacno,
1 2 2
e+(k) = 3 ealk) +ep(k) £/ (ca(k) —ep(k))” + (4tap cos(ka))” ). (6.68)
Konstantu A odredujemo iz uslova normalizacije

+oo too
(D) = [A* Y el — (4P (1 +23° (624“)”) (6.69)

n=—oo n=1
odakle sledi |A|? = tanh(ga). Imajuéi u vidu da je
Hin) = (g9 + dpoA)|n) —t(jn — 1) + |n + 1)) (6.70)

svojstvena jednac¢ina H|¥) = E|¥) se svodi na

> (0 + 0n0A = E)n — t(dn—1 + bny1)) [n) = 0. (6.71)

n

Zbog toga §to je {|n)} bazis, sledi da za svako n vazi
(€0 + 0noA — E)dp, — t(dn—1 + Pnt1) = 0. (6.72)
Za n = 0 poslednja jednacina se moze prepisati u vidu
E=¢+A—-2te™ " (6.73)
dok se za n > 1ili n < —1 ista jednacina svodi na
E = eg — 2t cosh(qa). (6.74)

Izjednacavanjem poslednja dva izraza za energiju dobijamo vezu izmedu ¢ i A

sinh(qa) = (6.75)

—5
Posto je ¢ > 0, poslednja jedna¢ina sigurno ima resenje za A < 0. Energija stanja |®)
je

A 2
E=¢gy—2t 1+(2> , (6.76)

a normalizaciona konstanta A je

Y iCO (6.77)

VI+(A/@0)?

Posmatrajuéi ravan talas koji dolazi na neéisto¢u sa leve strane, mozemo uvesti anzac

ikna R —tkna < 1
cbn{e Fhe T s (6.78)

| Tetkne, n > 0.

Iz uslova “neprekidnosti” na necistodi sledi 1 + R = T. NapiSimo jednafinu (6.72]) za
n=-1
(e_ik“ +R e“m) (e0— E)—t (T + e~k L R ei%“) = 0. (6.79)
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Koristeci vezu 1+ R = T, dobijamo da je E = g9 — 2t cos(ka), kao $to bismo i o¢ekivali
za ravan talas. Zamenjujuéi veze 1+ R =T i E = ¢y — 2tcos(ka) u jednacinu (6.72)
napisanu za n = 0, nakon kraceg racuna, dobija se

AN\ A A N\
T — 1 y— = — 1 ) . .
( e 2t sin(ka) > » B 2 sin(ka) < e 2t sin(ka) ) (6.80)

Citaocu prepustamo da se uveri da vazi |R|? + |T|2 = 1, kao §to i ocekujemo.

9. (al) Koordinate atoma podresetke A su R4 = da + nia; + noas, gde su ny,ne celi brojevi.
Koordinate atoma podresetke B su Rp = dg + nia; + nqas.

(a2)
2
b, = o 227 % _ 2T (ew - \/§ey) (6.81)
la; x as]  3a
p 2
by = 27 o2 X8 _ 2T (ex + \/§ey) (6.82)
la; x az]  3a

Jednostavno je uveriti se da je a; - by = as - b; = 0, §to nam govori o tome da je
reciprotna reSetka zarotirana za 7/2 u odnosu na direktnu resetku.

(a3) Prva Briluenova zona ima oblik pravilnog Sestougla stranice 47 /(3v/3a), a vektori nje-
govih temena su

1 2 2 1 2 2
1:=-b -by; 2:-=b -b :—=b —bo; .
3P1+ 3ba; b1+ 3b2, 3 D1+ 3b; (6.83)
1 2 2 1 2 2
4:—=-by—=by; 5:—=b; — b 6:-b; — —bs. 6.84
301~ 3P 301~ 302 301~ 3b2 ( )
Dakle, ¢osak 3 se dobija iz ¢oska 1 translacijom za vektor —bs, a sli¢no vazi za ¢oSkove

4,5.6.

b,

Slika 6.2: Primitivni vektori recipro¢ne resetke by i by, prva Briluenova zona (isprekidane linije) i
njenih Sest temena, kao i tacke K i K'.

(bl) Za (nenormirane) ravne talase |k; A) i |k; B) definisane kao

ki A) =" e*RIR; 4), |kB) =) *RR;B) (6.85)
R R
vazi
Hlk; A) = v(k)"[k; B), Hlk; B) =y(k)k; A), (6.86)
pri ¢emu je
y(k) = —t (1 + ™ 4 @) = ¢ |14 2 3F+9/2 cog (?kyaﬂ : (6.87)

Dakle, u potprostoru razapetom vektorima |k; A) i |k; B) Hamiltonijan se redukuje do
2 x 2 matrice

H(k) = L (ﬁ)* V(Ok)] (6.88)



GLAVA 6. APROKSIMACIJA JAKE VEZE 41

Cije su svojstvene vrednosti

e+ (k) = £]y(k)| = £Jt|,| 1 + 4 cos <gkxa> cos (?k@a) + 4 cos? (?kya). (6.89)
(b2) Svojstvena stanja redukovanog Hamiltonijana H (k) su spinori

+ ai
U= [bi] (6.90)
k
za Cije kompleksne amplitude af i bf vazi

Yk ayc = £ ()b, (6.91)

pa iz uslova |aj |2 + |b5]|? = 1 sledi

1 1 ~(k)* 1,
+ + i
af=—, b=t =+ eix, (6.92)
7. V2 [y (k)| V2
gde je
m (k)
= —at . 6.93
A T R i (6:99)
(Nenormirano) svojstveno stanje Hamiltonijana H ¢iji je talasni vektor k je
k; +) = aif |k; A) + b |k; B). (6.94)
Zbog |aif| = |bi| = 1//2, verovatnode nalazenja elektrona u stanju |k;+) na obe

podresetke su jednake.
(b3) Uverite se dajeef(K)=e_(K)=0ier(K')=¢_(K') =0.
Drugi nacin: uslov v(k) = 0 daje dve jednacine

3 3 3 3
1+ 2cos <2k$a> cos <\2[k:ya> =0, sin <2k$a) cos <\2fkya> =0. (6.95)

Iz tih jednacina sledi (n je ceo broj)

2

— 6.96
= (6.96)

3
sin (2]%-&) =0=k, =
pa da bi reSenje bilo unutar prve Briluenove zone mora biti n = +1. Imajuéi u vidu
ekvivalentnost ¢oskova zone, dovoljno je uzeti n = 1. Dalje je

V3 1 1 21
o8 ( g w? 2cos(nm) 2 =y 3v/3a’ (6.97)

pa smo dobili da se 7 i 7* zona dodiruju upravo u tackama K i K’.

(b4) Zbog e_(k) < e4(k), na T = 0 se najpre se popunjavaju stanja iz 7 zone. Svaki atom
ugljenika ima po jedan m elektron. Ako imamo N, jedini¢nih éelija trougaone reSetke,
onda imamo ukupno 2N, elektrona. U 7 zoni imamo N,. dozvoljenih vrednosti za k,
a svako dozvoljeno stanje moze da primi po dva elektrona. Dakle, m zona je potpuno
popunjena, dok je 7* zona potpuno prazna. Fermijeva povrs se sastoji od samo dve
neekvivalentne tacke, K i K’, u kojima se zone susti¢u. Polozaj Fermijevog nivoa je
Ep = 0.

(b5) Koristeci razvoje u okolini tacke K (kg y = Ky/y + Gz /y)

2
3 1/3
cos <2kma> =—-1+ 3 <2qma> +... (6.98)

2
V3 1 V3 V3 1 (V3
cos <2k‘ya =3 + o X Tan T Tan +... (6.99)



GLAVA 6. APROKSIMACIJA JAKE VEZE 42

i zadrzavajuci ¢lanove zakljucno sa kvadratnim po malim veli¢inama g, /,a, sledi

3
ex(k) = j:|t|§a|q\. (6.100)
Zato je Fermijeva brzina
~ 3t]a
Analogna diskusija se sprovodi u okolini tacke K’ gde su odgovarajuéi razvoji
2
3 1/3
0S <2kxa> =-1+ 3 <2qxa) +... (6.102)
2
V3 1 V3 V3 1(V3
COS <2kya = 5 — 7 X Tqya — Z 7qya =+ ... (6103)
(b6) Razvijajuci (k) u okolini tacke K do linearnog reda po malim g, /, = k,/, — K/, sledi
~ i 3qza/2 1
vk)=—-t|l1-2e 5 — —qy
3 1 V3 \f (6.104)
~ hop (iQm + Qy) ,
tako da se H (k) svodi na
H(k) = —hvp (420, — 4y02) - (6.105)
Analogno tome, u okolini tacke K’ sledi
v(k) = —hvp (—igz + qy) (6.106)
Hk) ~ —hvr (g:6y + qy62) . (6.107)

Dakle, elementarne ekscitacije u okolini Fermijevog nivoa se efektivno ponaSaju kao
bezmasene relativisticke Gestice spina 1/2 (tzv. Dirakovi fermioni), s tim $to brzinu
svetlosti u vakuumu c treba zameniti sa Fermijevom brzinom vg. Ovo bi bilo o¢iglednije
da smo na pocetku drugacije odabrali primitivne vektore direktne reSetke, i samim
tim primitivne vektore reciprocne resetke. To bi na kraju dovelo do Hamiltonijana
proporcionalnog sa q - o u okolini tacke K.

(b7) Gustina stanja zone n je data izrazom
=> d(c—en(k)), (6.108)
ko

gde o oznacava dve moguce projekcije spina elektrona. Ograni¢imo se na zonu e (k),
C¢ija je disperzija u okolini tacaka K i K’ vida

e+ (k) = hoplk — K/K/'|. (6.109)
U okolini Fermijevog nivoa, € je bliska nuli. Ako je povrSina razmatranog uzorka A,
sledi 4
g+(e) =2 % (272/ dk (e — e4(k)) (6.110)
™) Jipz

gde se integracija po talasnom vektoru vrSi po prvoj Briluenovoj zoni, dok inicijalni
faktor 2 dolazi od spinske degeneracije. Integracija u poslednjoj jednacini se efektivno
obavlja samo u okolini tac¢aka K i K’ i u okolini obe tacke daje isti rezultat. Pomeranjem
koordinatnog pocetka u tacku K i uvodenjem zamene q = k — K dalje sledi

A dmax
gi(e) =2x2x @n? X 277/ dq q (e — hvpq), (6.111)
0
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gde je gmax maksimalno ¢ za koje jo§ vaZzi linearna aproksimacija disperzije 1 (k). Ima-
juéi u vidu da su i € i ¢ mali u okolini Fermijevog nivoa, poslednji integral po ¢ se moze
prosiriti do +oo i jednostavno resiti uz rezultat (¢ > 0)

2A

—F5€. 6.112
7r712v12;E ( )

g+(e) =

Analogno rezonovanje se moZe primeniti za izratunavanje g_(e), $to moZete uciniti
samostalno. Kompaktno, konacni rezultat koji je tacan za obe zone (¢ > 0 za 7*
zonu, £ < 0 za 7 zonu) glasi

2A

—e|. 6.113
nh2v%, el ( )

g(e) =



Glava 7

Semiklasi¢ni model dinamike
elektrona

7.1 Zadaci

1. Zavisnost energije elektrona od talasnog vektora u blizini dna provodne zone poluprovodnika

je data kao
2

g(k) = % (O[_LLkg + ayyki + azzkg + Zayzkykz)

gde su a;; konstante odgovaraju¢ih dimenzija. Na elektron deluje homogeno i stacionarno
elektriéno polje E = E, e, + E, e,. Znajuc¢i da u pocetnom trenutku ¢ = 0 elektron miruje
u koordinatnom pocetku, izraziti brzinu elektrona v(r,E) u funkciji vektora polozaja r u
vektora jacine elektri¢nog polja E.

2. Zavisnost energije elektrona od talasnog vektora u blizini minimuma (maksimuma) zone se
moze aproksimirati kao

h? N
6(1{) =€0+?(k—k0) ~m_1 (k—ko)7
gde je tenzor inverzne efektivne mase m~! nezavisan od k i pozitivno definitan (negativno
definitan). Ovo je standardna aproksimacija u teoriji poluprovodnika.

(a) Uzimajuéi da na elektron deluje homogeno i stacionarno magnetno polje B = Bn, gde
je n jedini¢ni vektor, i reSavajuci semiklasi¢ne jednacine kretanja, izracunati efektivnu
ciklotronsku masu m}. Na predavanjima ste naucili da se efektivna ciklotronska masa
definiSe po analogiji sa relacijom koja vaZi za slobodne elektrone, w. = eB/m?, gde je
w, ciklotronska frekvencija, tj. frekvencija kretanja po zatvorenim trajektorijama koje
prate konture konstantne energije.

(b) Ako je n = e,, uverite se da je rezultat dobijen u delu (a) istovetan sa rezultatom koji
predvida formula (vidite predavanja, kao i [I], Glava 12 )

. D?0A(e k)
Me = or de

gde je A(e,k,) povrsina koju zahvata orbita u k-prostoru za zadate ¢ i kzﬂ

(c) Izratunati elektronski toplotni kapacitet. Pokazati da rezultat ima isti oblik kao toplotni
kapacitet gasa slobodnih elektrona u kojem je masa (slobodnog) elektrona m, zamenjena
efektivnom masom m* = (det m)'/?.

'Moze vam biti korisna Wikipedia stranica https://en.wikipedia.org/wiki/Ellipse
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7.2 Odabrana resenja
1. Semiklasi¢na jednacina kretanja je vida
_dv dv ~1
meos = —eE = = em E. (7.1)

Posto se radi o dnu provodne zone, tj. o minimumu zone, agz, > 0, ayy > 01 a,, > 0. Na
osnovu disperzione relacije, tenzor inverzne efektivne mase ima komponente

0 0

1 [ 02¢(k) Gz

ml == m~t=1| 0 . 7.2

= 5 <akiakj>k o 0 ow v | (7:2)
yz zz

pa slede jednacine
Vg = —€Qga By, Uy = —eayyly, 10, = —eoy. Ey. (7.3)
Nakon integracija uz koriSéenje pocetnih uslova sledi
Uz(t) = —eaga Ext, vy(t) = —eayyEyt, v.(t) = —eay. Eyt; (7.4)

z(t) = —ea B t?)2, y(t) = —eay, Eyt?/2, 2(t) = —eay, E,t?/2. (7.5)

Na osnovu zahteva u postavci zadatka, vreme ¢ treba izraziti u funkciji vektora polozaja r.
Kvadriranjem izraza za x(t),y(t),z(t) i sabiranjem sledi

A2 1/4
t= < 2(q2 2 2 2 \[2 > : (7.6)
€ (O[ + (ayy + ayz) y)

rT x

Jednostavno je pokazati da je
a2 B2 4 (a2, +a2)E2=E- (')’ E, (7.7)

rxx Yy

pa se konacan rezultat moze zapisati u obliku

2 1/4
v(t) = —e <62 E. (ﬁ”rl)Q ] E)

3

|
=
S
X

2. (a) Semiklasi¢na jednacina kretanja glasi
dk
ha = —eBv xn, (7.9)
gde je brzina
1 0e(k) 1
== =h k —ko). 1
Ve ok o ko) (7.10)
Zato se kona¢no moZe napisati
d ~ 1
7 (k —kg) =—eBm ™ (k—ko) x n. (7.11)

Zadatak je pogodno raditi u sistemu glavnih osa tenzora inverzne efektivne mase u koji
se prelazi ortogonalnom transformacijom

N N m;t 0 0
m Um0 = 0 my' 0 |. (7.12)
0 0 m;!

U sistemu glavnih osa, tenzor inverzne efektivne mase je dijagonalan, pri ¢emu su na
dijagonali recipro¢ne vrednosti masa duz pravaca glavnih osa. Jednacina (7.11) se moze
prepisati kao

d ~ ~ o~
U (k—ko) = —eB Un~'UTU (k — ko) x n, (7.13)
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~

pa se uvodenjem oznake k’ = U (k — ko) dalje dobija
d

ak; = —eBm, 'n. kj, + eBm_ 'n, k. (7.14)
d / —1 / —1 /
%kjy =eBm, n, kl, —eBm; ny k., (7.15)
d
&kg = —eBm;, 'ny k, + eBm,'n, k), (7.16)
Pretpostavimo reSenje oblika ‘
K(t) = C e iwet, (7.17)
Sledi
W —eBm;lnz eBm;lny Cy
eBm;'n, iwe —eBm;1n, Cy,| =0 (7.18)
—eBmg'n, eBm;lnm iWe C,

Poslednja jednac¢ina ima netrivijalno reSenje po vektoru C ako i samo ako

We —eBm,'n. eBm}'n,
det [ eBm;'n, iwe —eBm;n, | =0 (7.19)
—eBm;lny eBm;lnI We
Sto se svodi na )
B .
iWe <wf + % (n-m- n)> =0. (7.20)
Zato je
B detm \'/?
mh = o <eAm> . (7.21)
We n-m-n

Za datu energiju ¢ i dato k., disperziona relacija daje jednacinu trajektorije elektrona
u k-prostoru

h? h? h? h2ay, h2ay. RPa,
S T P T 2T by ey — &+ kL = 0.
N—— —— N——" —— ——
A B C D E F
(7.22)

Uveli smo oznaku k/ = k — kg, dok smo elemente tenzora inverzne efektivne mase
oznacavali sa a;;. To je opsti oblik jednacine krive drugog reda po k; i k;,

AK,? + Bk, K}, + Ck,” + Dk}, + Bk, + F = 0. (7.23)

Posto nas zanimaju samo zatvorene trajektorije u k-prostoru, prethodna jednacina treba
da odreduje elipsu, §to se svodi na uslov

B? —4AC < 0= a}, < aga0y,. (7.24)

Povrgina elipse je A(e,k.) = 7 ab, gde su poluose a i b date kao

—¢4AE%Hnﬂ—BDE+uﬂ—4mmF)0A+CH(A—CP+BQ

ab= B2 — 4AC '
(7.25)
Zato je
CUF+CD2—BDE+G¥74mﬁF)
A =2 2
Posto samo F' zavisi od ¢, sledi
0A(e,k) OF o1 2 1
— % — _ox—(4AC — BY)12 = — 7.27
Oe " 9e ( ) h2 (7.27)

— 2
Qg Qyy axy
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Prema pravilu za izrac¢unavanje inverzne matrice,

1

ez'm'ez :ez’<m71)71'ez = W

(_1)3+3(O‘mayy - aiy) = det M (Qzz0yy — O‘iy)»

(7.28)
pa je tvrdenje iz postavke zadatka dokazano.

Unutrasnja energija po jedinici zapremine je

u= /de 9(e) £ (e), (7.29)

gde je gustina stanja (broj stanja dostupnih po jedinici zapremine; prefaktor 2 dolazi
od degeneracije po spinu)

g(e) = 2/ (261:)3 d(e — e(k)). (7.30)

Da bismo videli kako se menja izraz za toplotni kapacitet kada se disperziona relacija
promeni od h?k?/(2m.) (slobodni elektroni) do relacije date u postavci zadatka, dovoljno
je nadi g(e). Najpre treba pomeriti koordinatni pocetak u k-prostoru, k’ = k — kg, a
potom treba izvrSiti rotaciju do sistema glavnih osa tenzora inverzne efektivne mase,

k' = UK , gde je U ortogonalna transformacija. Posto ortogonalne transformacije
¢uvaju element zapremine, sledi
dk" K2 k//2 h2 k//Q K2 k//2
g(e) = 2/ ——fle—g— 2 - —HL = |, (7.31)
(2m)3 2m, 2m, 2m,

Ovaj integral smo veé reSavali, a krajnji rezultat je

V2mgmym, V2 (det )"/ (7.32)

g(s):W €—¢eg= 37,3 € — £g.

Uporedujuéi poslednji rezultat sa rezultatom koji ste videli na predavanjima za slobodne
elektrone, zaklju¢ujemo da treba izvrsiti zamenu

me — (det m)*/?. (7.33)



Glava 8

Klasi¢na teorija harmonijskog
kristala

8.1 Zadaci

1. Razmotriti termalne vibracije monoatomskog lanca koji sadrzi atome mase M na medusobnom
(ravnoteznom) rastojanju a. Smatrati da svaki atom interaguje ne samo sa najblizim suse-
dima, nego i sa svim ostalim atomima u lancu, pri ¢emu je konstanta elasti¢nosti restitucione
sile kojom dati atom interaguje sa svojim m-tim najblizim susedom K,,.

(a) Pokazati da je disperziona relacija w(k) oblika

wky=2 |3 %SM <m§a). (8.1)

U narednim delovima zadatka smatrati da je K,,, = K/m?, gde je p > 1 (tako da §to je sused
dalje, to je “jacina” interakcije manja).

(b) Pokazati da se za p > 3 disperziona relacija (8.1) u dugotalasnoj granici |k|la < 1 moze

zapisati kao
1/2
1

wk)~ [ > — \/5 k|a. (8.2)

m>1

(c) Pokazati da za 1 < p < 3 u dugotalasnom limitu vazi w(k) oc kP=1)/2,
Pomoé: Aproksimacija sinx ~ x se ne moze iskoristiti, ve¢ treba preéi sa sume u
jednacini (8.1)) na integral u limesu malog k.

(d) Pokazati da je u specijalnom slu¢aju p = 3 rezultat u dugotalasnom limitu w(k) ~
kay/|In(ka)|.

2. Analizirati spektar termalnih vibracija u jednodimenzionalnoj resetki sa slozenom elementar-
nom ¢elijom koja se sastoji od atoma jednakih masa M koji interaguju sa najblizim susedima
restitucionim silama sa konstantama elasti¢nosti K i G (K # G). Ravnotezni polozaji atoma
se nalaze na rastojanju d (d < a — d) unutar iste ¢elije. Konstanta reSetke je a. Skicirati i
prokomentarisati rezultat za disperzionu relaciju w(k).

3. Izvesti izraz za fononsku disperzionu relaciju w(k,,k,) kvadratne resetke konstante a, u
¢ijim se ¢vorovima nalaze atomi mase M. Pretpostaviti da interaguju samo najblizi susedi
kvazielasti¢nim silama sa koeficijentima elasti¢nosti K i da se atomi mogu kretati samo
normalno na ravan reSetke. Prodiskutovati sluc¢aj dugotalasne granice |kz|a < 1, |kyla < 1.

4. Na¢i fononsku disperzionu relaciju linearnog lanca koji sadrzi maseni defekt (izotop) mase
M u polozaju n = 0, pretpostavljaju¢i da se pomeraj n-tog atoma moze napisati u obliku: E|

U, (t) _ Aefk(w)|n|fzwt

TOvaj anzac je predloZen u knjizi H. Ibach, H. Liith, Solid State Physics, An Introduction to Theory and
Ezperiment, Springer-Verlag, Berlin 1991., str. 61.
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Smatrati da interaguju samo najblizi susedi, a da je konstanta elasti¢nosti opruga jednaka .

a n=20
|
K K R K K K
m m m M m m m

Slika &8.1: uz zadatak

5. Razmotriti harmonijski lanac podjednako udaljenih masa m povezanih oprugama tako da je
koeficijent elasti¢nosti svih opruga levo od mase n = 0 jednak k a desno od nje kg. Duz
ovakvog lanca se udesno krece talas koji se rasejava na masi n = 0. Koristeéi predloZzeno
reSenje za trenutni pomeraj atoma n iz ravnoteznog polozaja:

Te—z(wt—kRna)’ n>0
Un(t) - Iefz(wtfkl,na) + Fiefz(thrkLna)7 n<0

na¢i T/Ii R/I ako je dato w, k1, kg, m. Smatrati da je 0 < kpa,kra < 7/2.

Slika 8.2: uz zadatak

6. Kod opstijeg modela diatomskog lanca, dve razli¢ite mase mq i mo su povezane razli¢itim
oprugama ¢iji su koeficijenti elasti¢nosti x1 i ko (videti sliku [8.3). Konstanta resetke je a.
(a) Nadcifononsku disperzionu relaciju ovog sistema. Raditi u aproksimaciji najblizih suseda.

(b) Kako izgleda fononska disperzija u slu¢aju m; = ms = m i 31 # 57 Analizirati
amplitude oscilovanja u slucéaju s > so.

(c) Kako izgleda fononska disperzija u sluc¢aju »; = 30 = > im; # mo? Analizirati kretanje
atoma u blizini centra zone k = 0, kao i na granicama zone k = +7/a.

(d) Izracunati brzinu zvuka i uporediti ovaj izraz sa izrazom vs = \/8~1/p, gde je p (podu-
7na) gustina lanca a 3 njegova kompresibilnost.

(e) U slutaju m; = mg = m i s = s = 5, uveriti se da se rezultat za fononsku disperziju
slaze sa rezultatom zadatka [T u kojem je broj najblizih suseda m = 1.

K1 (D) K1 K2
mi ma T my mo

Slika 8.3: uz zadatak@

7. Razmotriti lanac sastavljen od 3 razli¢ita atoma masa mq, ms i mg povezanih oprugama ¢ije
su konstante elasti¢nosti k1, ko 1 k3 (videti sliku [8.4).
a

: .I{3l I€1: I{zl I{sl 1{1: I

ms mi ma ma3a mi ma

Slika 8.4: uz zadatakﬂ
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(a) Koliko optickih moda postoji za k = 07 Izracunati frekvencije ovih moda;

(b) Koliko vibracionih moda postoji ukoliko su sve tri mase jednake i k1 = ko? Nadi
frekvencije ovih moda na granici zone k = 7/a;

(c) Pretpostaviti da su sve tri opruge identi¢ne kao i m; = mg i odrediti frekvencije sve tri
mode na granici zone k = w/a.

8. Razmotriti vibracije monoatomske kvadratne resetke konstante a ¢iji su atomi mase m. Kon-
stante restitucionih sila medu najblizim susedima (duZ stranica kvadrata) su sz, dok su
konstante restitucionih sila medu drugim najblizim susedima (duz dijagonala kvadrata) se.
Interakcije sa daljim susedima su zanemarljive. Naci frekvencije oscilacija mode k = (7/a,0).
Pomoé: Nije neophodno resavati jednacine kretanja.

9. Nadi fononsku disperzionu relaciju w(k) za trougaonu refetku prikazanu na slici U
¢vorovima reSetke se nalaze atomi masa m koji su sa najblizim susedima povezani oprugama
koeficijenta elasti¢nosti k. Pretpostaviti da se kretanje atoma vrsi samo u ravni.

Slika &8.5: uz zadatak @
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8.2 Odabrana reSenja

1. (a) Ako pretpostavimo svaki par atoma interaguje potencijalom ¢, ukupna potencijalna

energija kristala je vida

U=236(R-R +u(R)-uR)), (8.3)
2
gde su R i R’ ravnoteZni polozaji atoma (vektori Braveove resetke), dok su u(R) i u(R’)
trenutni pomeraji atoma (od ravnoteznih polozaja) ¢iji su ravnotezni polozaji redom u
R i R’. Smatrajuéi da su ti pomeraji mali i primenjujué¢i harmonijsku aproksimaciju,
dobijamo da se ukupna potencijalna energija U moZe aproksimirati sa

UnUm =T3S [ua(R) - (R) 6, (R~ R) [ (R) — u, (R)]. (84)
RR/ p,v=x,y,z

Konstante 6(r)
o(r
- .
i oruory ) ._n_w
se mogu interpretirati kao konstante restitucionih sila kojima interaguju atomi koji
osciluju oko R i R/.
Ovde je problem jednodimenzionalan, pa se jednacina (8.4) svodi na

Uharm == %Z Z Km(un - un+m)27 (86)

n m>1
gde je uvedena skrac¢ena oznaka u, = u(na). Jednaéina kretanja atoma n glasi

- 9 harm
Mii, = _mU == mz>:1 Km(2un — Untm — Un—m)- (8.7)

Njeno reSenje trazimo u obliku (podrazumeva se da je relevantan samo realni deo ovog
reSenja) o

Up(t) = A e~ iwitikna (8.8)
gde talasni broj k£ moze uzimati dozvoljene vrednosti iz prve Briluenove zone. Zamenom
predlozenog resenja u jednacinu ({8.7)) i sredivanjem sledi da je disperziona relacija

K” .
w(k) =2 2 ]\; sin? <m§a>. (8.9)

U limesu |k|a < 1, standardno se vr§i aproksimacija sin(mka/2) =~ mka/2, pa sledi

1/2
1

wk)~ [ > — \/E |k|a. (8.10)

m>1

Suma ) < m~(=2) je konvergentna za p — 2 > 1. Dakle, za p > 3, oblik disperzione
relacije u dugotalasnom limitu se moze dobiti koristeéi aproksimaciju sin(mka/2) =~
mka/2.
Za 1 < p < 3, oblik disperzione relacije u dugotalasnom limitu se moze dobiti prelazeéi
u jednadini (8.1) sa sume na integral. Detaljnije, ako je ka < 1,

+oo 2

sin?(mka sin?(mka sin® x
52 T = (raj2y 3 S a2 e b)) [ o BT

= mp = (mka/2)P ka/2 z?
(8.11)
Ispitajmo kada je integral konvergentan na obe granice. Integral | 1+°° drz~P sin? x jeste

konvergentan za p > 1 jer je tada konvergentan integral f1+°° dx x~P. Takode, integral
/, kla P sin? x konvergira kada konvergira integral fol dzz= =2 (ovde smo iskoristili
aproskimaciju sin® z ~ 2 koja vazi za male ), §to je slu¢aj za p—2 < 1, odnosno p < 3.
Zato sledi da je za 1 < p < 3,

w(k) o KP~D/2 1 < p < 3. (8.12)
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sin® z

s . +
(d) U slucaju p = 3, integral fkac;z do 2
granici. Divergencija na donjoj granici je logaritamska, §to se vidi iz

konvergira na gornjoj, ali divergira na donjoj

1 2
/ dx 9% = —In(ka/2). (8.13)
ka/2 T

Zato sledi
w(k) ~ kay/|In (ka) |,p = 3. (8.14)

3. Posto se atomi mogu kretati samo normalno na ravan resetke (duZ z ose), problem je efektivno
jednodimenzionalan. Indeks z u pomerajima atoma od ravnoteznog polozaja ¢emo izostaviti.
Ukupna potencijalna energija kristala u harmonijskoj aproksimaciji [jednacina ] se tada
moze prepisati kao

K
[rharm _ 5 Z [(Un,m — Un+1,m)2 + (un,m - un,m+1)2] > (815)

nm

gde je uvedena skracena oznaka u, ., = u(nae, + mae,). Jednacina kretanja atoma koji
osciluje oko ravnoteznog polozaja pae, + qae, glasi

Miip,q = =K (4upg — Upt1,g = Up—1, = Upgt1 — Upg—1) - (8.16)
Prilikom diferenciranja OUM™™ /Qu, , koristimo

OUn,m

Dy g = 0, pOn.q- (8.17)
Resenje jednadine (8.16) trazimo u obliku
Up,g(t) = A e~ twitihepatityaa, (8.18)

gde talasni vektor k = k,ex + kye, uzima dozvoljene vrednosti iz prve Briluenove zone.
Zamenom reSenja u jednacinu kretanja i sredivanjem dobija se disperziona relacija

wk) = \/4]6 (sin®(kya/2) + sin®(kya/2)). (8.19)

U dugotalasnoj granici |kz|a < 1, |kyla < 1, sledi

w(k) ~ \/5 IK|a. (8.20)

5. Jednacina kretanja atoma n za n > 1 je vida
Mily, = —KR(2Up — Upt1 — Un—1)- (8.21)
Zamenjujudi u, (t) = T e~ *“!eikrna i jzyrgavajudi standardne transformacije, sledi da je veza

izmedu frekvencije w i talasnog broja kg istog oblika kao u slu¢aju monoatomskog lanca sa
interakcijom izmedu najblizih suseda

K
w? = 4~ sin?(kra/2). (8.22)
m
Jednaéina kretanja atoma n za n < —1 je vida
mily, = —Kp(2Un — Upg1 — Up—1)- (8.23)
Zamenjujudi u,(t) = [ e~ @ietkLna 4 R e=iwte=ikLna i jzyriavajuéi standardne transforma-

cije, sledi da je veza izmedu frekvencije w i talasnog broja ki istog oblika kao u slucaju
monoatomskog lanca sa interakcijom izmedu najblizih suseda

w? = 4"L sin®(kpa/2). (8.24)
m
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Jednacina kretanja atoma n = 0 je vida
miig = 7(I€L + HR)UO + KRU1 + KpU—1. (825)

Iz uslova “neprekidnosti” predlozenog reSenja u n = 0 sledi 7' = I + R. Zamenom predlozenog
reSenja u jednacinu za n = 0 i koris¢enjem [ = T — R sledi

—mw?T = =k T(1 — e *29) — gRrT(1 — eFr) — g R(e™ e — gifra), (8.26)
Daljim sredivanjem se dobija
Tw? =iTky sin(kra) + QT% sin?(kpa/2)
—iTkgsin(kga) + QT% sin®(kra/2) (8.27)
— 2iRky sin(kra).
Koristeé¢i dalje veze izmedu w i kp,kr sledi
-3 (1- e, s
T 1 B 2 B 2
e
6. (a) Oznadimo sa uj . i ug, trenutne pomeraje atoma masa my i mg u jedini¢noj celiji n.
Ukupna potencijalna energija lanca u harmonijskoj aproksimaciji je

(8.29)

» >
Uharm = Z [é(ulm — Ugvn)z -+ 72(11,2771 — U17n+1)2:| . (830)
Jednacine kretanja glase
- 0 harm
milyy = ——U = —(%1 + %2)u1,n + U2, + 2oUs n—1 (8.31)
8u17n
. 8 harm
maUg n = 7? = *(%1 + %2)'(1,2," + A1 UL,n + UL n+1 (832)
2,n
Resenje trazimo u obliku o
U1/27n(t) = A1/2 eﬂ”te”ma. (833)
Jednacina za amplitude A; i As
miw? — (>0 + ) 31 + 39 e Ay _ 0 (8.34)
21 + 2y etk mow? — (321 + 20) ) \ As 0 ’

ima netrivijalno reSenje pod uslovom

2 —ika
miw? — (501 + 32) 1+ e _
det ( R maw? — (361 + %2)) =0. (8.35)
Nakon sredivanja se dobija kvadratna jednagina po w?
wi — w(%l + 209)w? + il sin?(ka/2) = 0 (8.36)
mi1ms mims

¢ija su reSenja

1 |1mi+m mi+m 2 1 52
Wi =3 %(m + ) \/<M(m + %2)> - 16m1m22 sin®(ka/2)

(8.37)
Posto radimo sa jednodimenzionalnom reSetkom sa bazisom od 2 atoma, postoji jedna
akusticka i jedna opticka moda. Frekvencija akusticke mode treba da tezi nuli kada
k — 0, pa sledi da je w_(k) disperzija za akusticku modu, dok je w, (k) disperzija za
opticku modu.
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(b)

U slucaju my = mo = m, dok je 3 # s, zakon disperzije se svodi na

9 1 + o A2 .2
=—(1+,/1-4— ka/2 .
wi - < \/ A sin“(ka/ )) (8.38)

§to je rezultat koji je trebalo dobiti u zadatku 2. Ako je jo§ dodatno s > s, sledi

wi ~ el [1 + \/1 - 4;{—? sin2(k:a/2)J

m

~ {1 + (1 - 2? sinz(ka/2)>}

m 1

(8.39)

pa je disperzija akusticke mode

w_(k) ~ \/% |sin(ka/2)], (8.40)

dok je frekvencija opticke mode prakti¢no konstantna unutar cele zone i iznosi

wy (k) ~ \/%. (8.41)

Da bismo analizirali amplitude oscilovanja, treba da nademo odnos As/A; iz
[mw2 — (51 + 52)] AL + (5 + %geﬂ'ka)Ag =0, (8.42)
pri ¢emu mozemo da koristimo nejednakost s > 5.

U slucaju akusticke mode, zamenom w_ =~ /222 |sin(ka/2)| u jednafinu za A; i Ay
i zadrzavanjem samo najdominantnijih doprinosa dobija se da je As = A; nezavisno
od talasne duzine (talasnog broja k). To zna¢i da atomi unutar svake jedini¢ne celije
osciluju u fazi, tako da se kruc¢a opruga s efektivno ne deformise.

U slucaju optiske mode, zamenom w, ~ % u jednacinu za Ay i As i zadrzavanjem
samo najdominantnijih doprinosa dobija se da je Ay = —A; nezavisno od talasne duzine
(talasnog broja k). U ovom slucaju se lanac moZe razumeti kao niz slabo spregnutih
(zbog 55 < 321) dvoatomskih molekula ¢ija oba atoma imaju jednake mase m i koji su

povezani oprugom krutosti s .

U slucaju s = s = 3, dok je my # ms, zakon disperzije se svodi na

9 mi1 + mo mims . 9 ” Ho.o2
=»— |1+ ,/1—4———=——5 ka/2)| = — |1+4/1—-4—s ka/2
e mimsz { \/ (m1+m2)2 - ( a/ )} H [ \/ Mbm ( a/ )
(8.43)

gde je M = mj 4+ mo ukupna masa jedini¢ne celije, dok je p = mimso/M redukovana
masa. Amplitude oscilovanja stoje u odnosu

A x(l+e ™) 250 — mow?

Ay e—mw? (14 etha)

(8.44)

U blizini k¥ = 0 i za akusticku modu, atomi unutar jedne jedini¢ne celije (a i u celom
lancu) osciluju u fazi zbog A;/As ~ 1. U blizini k& = 0, za opti¢ku modu vazi
A 1 ms

~ __ 8.45
A2 1-— ml/u mq ( )

i atomi unutar jedne jedini¢ne ¢elije osciluju u protivfazi.
Na granici zone k = 7/a, najjednostavnije je vratiti se do jednacine (8.34]), koja sada

glasi
2
miw® — 2 0 Ay (0
( 0 maw? — 2%) (A2> o (0) (8.46)

Svojstvene frekvencije na granici zone su w? = 2s¢/m1 i w? = 23¢/my, dok amplitude
redom zadovoljavaju A; # 0,4 =01 A; =0, Ay # 0. Oba redenja odgovaraju situaciji
da unutar jedne jedini¢ne celije jedan atom miruje, a drugi se krec¢e. S obzirom na faznu
razliku od 7 izmedu susednih ¢éelija, atomi koji se kre¢u u susednim ¢elijama osciluju u
protivfazi.



GLAVA 8. KLASICNA TEORIJA HARMONIJSKOG KRISTALA 55

(d) Brzina zvuka vs je definisana izrazom w_(k) = wvs|k| u limesu |kla < 1. Koristeci
sin(ka/2) =~ ka/2, lako se dobija da je

2
w(k)z\/ e B (8.47)

1 + 2 M1 + Mo

pa je brzina zvuka

2
Vs :\/ S T (8.48)

1+ 2 My + Mo

S druge strane, opsti izraz za kompresibilnost u trodimenzionalnom slu¢aju (V je za-
premina, a p je pritisak)

10V

=—=— 8.49

=75 (5.49)

se u jednodimenzionalnom slu¢aju svodi na (konsultovati beleske sa predavanja)

1 0L

=——— 8.50

=15, (8.50)

gde je L = Na duZina lanca, a F sila koja deluje na jedan kraj lanca. Ako se jedan kraj

lanca deformiSe za dz, odgovarajuca sila je 0F = —xdx/N, gde je dx/N deformacija

unutar jedne jedini¢ne celije, dok je » = % ekvivalentna konstanta krutosti za redno
vezane opruge. Zato je

B=—. (8.51)

Poduzna gustina mase je p = (m1 + m2)/a, pa je

»a? 201 2902
Vg = = ) (8.52)
\/ my +ma (221 + 522) (M1 4 M2)

§to je isto kao rezultat koji smo dobili analiziraju¢i dugotalasnu granicu akusticke grane
w_ (k).
(e) Zamenom M = 2m,u = m/2 u jednafini (8.43)) sledi

()] s

Treba uociti da je, zbog m; = mo = m 1 31 = 35 = , sistem sada periodi¢an sa
periodom o’ = a/2, dok izrazi za wy vaze za k € (—m/a,m/a). Posto je u tom intervalu
ispunjeno ka/2 € (—m/2,m/2), sledi da je za k € (—7/(2a’),7/(2a"))

[ 5 ka [s . (kd
wy =2 - cos (2> ) W =2¢/—sin <2> (8.54)

Medutim, hteli bismo da imamo disperziju za k € (—7/a’,w/a’). Kada se gornja grana
w4 periodi¢no ponovi pomeranjem za +7/(2a’), u intervalu (—7/a,m/a) dobijamo da se
ona nastavlja na donju granu w_, a zakon disperzije postaje kao za monoatomski lanac

sa spregom najblizih suseda
[ 2 ka’
k)=24/—sin|{ — ). 8.55
w(k) msm( 5 ) ( )

7. Potencijalna energija kristala u harmonijskoj aproksimaciji je oblika

wi:2% [u[

”w s
Uharm _ Z |:71(u2,n — ulm)Z + —2(U3,n - ’U,2,n)2 +

4
. . 2wy 1 — ug,m] (8.56)

2

n

gde su uj n,U2, 1 U3, redom pomeraji atoma masa mi,mg i m3 u jediniénoj celiji n iz
ravnoteznog polozaja. Jednacine kretanja su

.. 0
miuin = 7WUharm = 7(%1 + %3)’&1_’” + %1'&27” —+ %3U37n_1 (857)
1,n
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0

Mmotlo, = — harm _ — (501 + s02)ug p + UL + 23U, (8.58)
8U2,n
. a harm
malizn = =5 = —(s02 + 23)u3 p, + 02Uz + H3UL 1 (8.59)
3,n
Resenje trazimo u obliku o
wjn(t) = Aj e”Wheikna, (8.60)

Uslov da sistem linearnih jednacina po amplitudama A; ima netrivijalno reSenje glasi

m1w2 — (%1 + %3) 1 3 e~ tka
det e mow? — (30 + 22) 9 =0. (8.61)
3 GZka %) m3w2 — (%2 + %3)

(a) U slucaju 1d resetke sa bazisom od 3 atoma, postoji jedna akusticka i dve opticke mode.
U centru zone, jedan koren jednacine

miw? — (30 + 223) P 23
det 2 maow? — (361 + 322) 2 =0 (8.62)
23 2o maw? — (562 + 23)

mora biti w = 0 (akusticka moda). Da bismo dobili preostala dva korena, izvr§i¢emo
transformacije determinante koje joj ne menjaju vrednost. Na primer, dodavanjem
druge i tre¢e kolone prvoj dobija se

mi sl 3
wrdet | my mow? — (51 + 3) 2o =0 (8.63)
ms o maw? — (363 + 33)

pa su kvadrati frekvencija optickih moda u centru zone reSenja jednacine

mimomaw® — [mima (36 + 323) + mams(5e3 + 2a1) + mamy (30 + 50)] w? (8.64)
+ (M1 +ma + m3)(3e1302 + 32503 + s350) = 0. .

(b) Uzimanje m1 = mg = mg3 1 31 = 2 ne menja periodi¢nost sistema. U tacki k = 7/a,
frekvencije moda zadovoljavaju jednacinu

m1w2 — (%1 =+ %3) 1 — 3
det Pl miw? — 2301 21 =0. (8.65)
— 3 Pl miw? — (36 + 33)

Razvojem, na primer po prvoj vrsti, sledi
(miw? — 5a1) [(miw? — 2501) (myw® — 361 — 2303) — 25| =0, (8.66)

tako da su reSenja

5 o 331 + 2503 £ /957 — dsey 303 + 4573
w="= W= .
mi ’ 2m1

(8.67)

Zanimljivo je videti kako se kre¢u atomi unutar jedini¢ne éelije za w?

slucaju, amplitude A; zadovoljavaju

=51 /m1. U tom

— 13 M — 3 A1 0
sl — i 1 A2 = 0 (868)
— 3 sl — 13 Ag 0

pasledi A, =0i A3 = —A;. Dakle, unutar svake jedini¢ne ¢elije, centralna masa miruje,

dok mase 11 3 osciluju u protivfazi. Na krajevima zone (k = +m/a), atomi u susednim
¢elijama osciluju u protivfazi (fazna razlika izmedu kretanja u susednim ¢elijama je 4).
Dakle, opruga krutosti sc5 koja spaja mase 1 i 3 se efektivno ne deformiSe. Sistem se
svodi na masu M = m; +ms = 2m; koja je povezana sa dva nepokretna zida oprugama
krutosti s¢;, vidi sliku
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2m1

Slika 8.6: uz zadatak 7(b).

(c) Uzimanje mq = ma i 21 = 32 = 53 ne menja periodi¢nost sistema. U tacki k = 7/a,
frekvencije moda zadovoljavaju jednacinu

miw? — 20 P -
det sl m1w2 — 2%1 Al =0. (869)
—1 1 maw? — 211

Razvojem, na primer po prvoj vrsti, sledi
(miw® — 51) [(miw? — 3501) (maw® — 2501) — 2567] = 0, (8.70)

tako da su resenja

I RS, (2m1 + 3m3) £ \/4m? — dmyms + 9m§‘

8.71
mi ’ 2m1m3 ( )

Zanimljivo je videti kako se kre¢u atomi unutar jedini¢ne celije za w? = 51 /m;. U tom
slucaju, amplitude A; zadovoljavaju

—n 1 —n Al 0
w1 —m 1 Al =10 (8.72)
— Al (%‘Z’ — ) 1 A3 0

pa sledi A3 = 01 A; = A,. Dakle, masa 3 miruje, dok mase 1 i 2 osciluju u fazi.
Na krajevima zone (k = 4+ /a), atomi u susednim ¢elijama osciluju u protivfazi (fazna
razlika izmedu kretanja u susednim celijama je 7). Dakle, opruga koja spaja mase 1
i 2 se efektivno ne deformiSe. Sistem se svodi na masu M = m; + mo = 2m, koja je
povezana sa dva nepokretna zida oprugama krutosti s, vidi sliku

K1 R1

2m1

Slika 8.7: uz zadatak 7(c).

8. Posto je k = (n/a,0), pomeraji dva susedna atoma ¢ije su y koordinate jednake su u svakom
trenutku suprotnog znaka, dok su pomeraji dva susedna atoma ¢ije su = koordinate jednake
u svakom trenutku identi¢ni. To sledi iz pretpostavljenog oblika reSenja

un,m(t) - A efiwteik(naeermaey)' (873)

Takode, amplitudu A moZzemo odabrati da bude paralelna pravcu prostiranja talasa k ili
normalna na pravac prostiranja talasa k. U prvom sluc¢aju govorimo o longitudinalnoj grani,
a u drugom slucaju o transverzalnoj grani. Posto radimo sa dvodimenzionalnom resetkom,
imac¢emo jednu longitudinalnu i jednu transverzalnu granu, a posto je reSetka monoatomska,
obe grane c¢e biti akusticke.
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Razmotrimo najpre longitudinalnu granu, kod koje su pomeraji u,, ,, svih atoma duz x ose,
vidi levu polovinu slike 8.8 Opruge paralelne sa x osom su deformisane za 2u, opruge pa-
ralelne sa y osom su nedeformisane, dok su opruge duz dijagonala kvadrata deformisane za
u\/2. Posto potencijalnu energiju piemo u harmonijskoj aproksimaciji, dovoljno je naéi de-
formacije opruga u linearnom redu po u. Potencijalna energija u harmonijskoj aproksimaciji
je oblikaﬂ

pharm — Z %%1(2un7m)2 +2 Z %KQ(Un7m\/§)27 (8.74)

n,m

dok je jednacina kretanja atoma (n,m)

0

mUharm = 74(%1 =+ %Q)Unﬂn. (875)

My, = —

Poslednja jednadina je jednacina harmonijskog oscilovanja sa frekvencijom

wr = 2,/%. (8.76)

Longitudinalna Transverzalna

X <X (n-1,m+1) I (n+1,m+1)

(n-1,m+1)  (n,m+1) (n+1,m+lI) T (n,m+1) T
y

- *—> <= (n-1,m) n+1,m)

(n-1,m) (n,m) (n+1,m) X I (n,m) I(

X > <X (n-1,m-1) n+1,m-1)
(n-1,m-1)  (nm-1)  (n+1,m-1) T (n,m-1) 1(

Slika 8.8: uz zadatak 8. Atom (n,m) na koji se koncentriemo je prikazan punim kruzi¢em, njegovi
prvi susedi prikazani su punim kvadrati¢ima, dok su njegovi drugi susedi prikazati krsti¢ima.

Razmotrimo transverzalnu granu, kod koje su pomeraji u, ., svih atoma duz y ose, vidi
desnu polovinu slike B:8] Lako je pokazati da su, u linearnom redu po u, opruge paralelne
sa x osom nedeformisane. Opruge paralelne sa y osom su nedeformisane, dok su opruge duz
dijagonala kvadrata deformisane za u+v/2. Potencijalna energija u harmonijskoj aproksimaciji
je oblika

1
ghemm = 23" 5%2(%%\/5)27 (8.77)
n,m

dok je jednacina kretanja atoma (n,m)

0

—(%7Uharm = —4302Up - (8.78)

mun,m =

Poslednja jednadina je jednacina harmonijskog oscilovanja sa frekvencijom

wp = 2,/%. (8.79)

9. Primitivni vektori trougaone regetke su a; » = a(3, i?) Posmatrac¢emo interakciju ¢vora
@ sa njegovim najblizim susedima ¢ije su koordinate (Slika:

1 1
Rl:a(1’0)5 RQZCL( \/§)7 R3:a‘<_2a_3>a

27 2 2 (8.50)
1V3 13 '
Ry = a(-1,0), R5a<2,2>, R60<272>-

2Faktor 2 ispred druge sume potice otud §to je dovoljno uragunati samo 2 od 4 druga najbliza suseda pri pisanju
izraza za ukupnu energiju.
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Dinamicka matrica je u ovom slucaju suma Sest matrica:
D(k) = > D(R;)e R, (8.81)
R;

gde je

D(R) = {DM(R)DW(R)} (8.82)

Elemente matrica ﬁ(R) mozemo naci tako §to se vratimo na njihov fizicki smisao. Usled

pomeranja atoma @ duz y-ose za u = uey na atom @ deluje sila F§ ¢ija je z-komponenta
—Dgy(Rg)u. Sa slike se vidi da je ova sila

1
nu\f <2ez + \/gey> = —D,,(Re)ue, — Dy, (Re)ue,. (8.83)

FY =
6 2

odakle smo dobili dva elementa matrice D(Rg) i to D, (Rg) = —n@, Dy, (Rg) = —k3. Na

Slika 8.9: Sest najblizih suseda ¢vora @ na trougaonoj resetki.

slican nacin, pomeranjem atoma @ duz z-ose za u = ue, dobijamo

1 3
F§ = o <2e$ - \gey> — Do (Ro)ue, — Dyy(Ro)uey, (8.84)
odakle je D, (Rq) = —Hi i Dyy(Ro) = —ﬁ@. Kako se moze naslutiti iz simetrije sistema
matrice ﬁ(R) ¢e imati samo nekoliko razliitih elemenata. Na primer, kada atome i

pomerimo za ue, na centralni atom deluje ista sila —xue,. Odatle je D, (R1) = D (Ry) =
—k. Na ovaj nacin mozemo nadi i ostale elemente:

1
Za
Day(R1) = Diy(Ra) =0, Diy(Rz) = Doy (Re) = —mg» Day(Ro) = Duy(Rs) = WL

Dyy(R2) = Dyy(Rs3) = Dyy(Rs5) = Dyy(Re) = _’f%

Dzz(Rl) = Drz(R4) = —K, Dmx(R2) = Dmm<R3) = Dmr(R5) = Dzm(RG) = —KR

4

(8.85)

Koristeéi simetri¢nost dinamicke matrice na zamenu osa dobijamo i elemente D,,. Dalje,
elemente matrice D(0) nalazimo iz pravila sumacije, tj. iz osobine dinamicke matrice da je
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> rDuw(R) =0 za svako p, v = x,y. Odatle, znajuci ostalih 5 ¢lanova sume, nalazimo i
elemente D(0):
Dan(0) = 3K, Dyy(0) =0, Dyy(0) = 3. (8.86)

Sada nalazimo dinamicku matricu (8.81):

Dar(K) = > Dyp(Ry)e
R;

— 35— g laks _ Eeia(kaJrky\/g)/Z . Eeia(szrky\/g)/Z

(8.87)
_ pelaks _ geia(kx—ky\/?)m o geia(szfkyﬁ)/Q
= k(3 — 2cos(kya) — cos(kya/2) cos(k:ya\/g/Q)).
Na sli¢an na¢in dobijamo i ostale elemente:
Day(k) = Dy(k) = kV/3sin(k,ya/2) sin(k,av/3/2), (5.58)

Dy, (k) = 3k(1 — cos(kya/2) cos(kya\/§/2)).

Normalne mode nalazimo iz sekularne jednacine za dinamicku matricu det (ﬁ(k) — mwQﬁ) =
0:

2 = (D010 4 D)) £ o ((Dral0) — D,y ()% + 402, (1)) 8.89

W = 5= (Daa(k) + Dy (K)) £ 5 ((Daall) = Dy (k) +4D2,(0)) . (8.89)

Fononski spektar je u op§tem sluc¢aju, tj. za proizvoljan pravac u Briluenovoj zoni, vrlo
komplikovan. Zato ¢emo ovde naéi i skicirati fononske grane duz pravaca visoke simetrije

I - K — M —T gde je u koordinatama recipro¢ne resetke I' = (0,0), M = (0, 2n ) i

V3a
K = (QJ a%> (Slika [8.10p).

a)

! I I I I I
b
) Ll |
15[ .
(=]
3
8 I 7
0.5F j §
0 I—. | . | .K | L IM L | . | r
0 025 05 075 1 125 15
k

Slika 8.10: (a) ireducibilni deo i Briluenove zone sa oznatenim tackama I')M i K koje odreduju
pravce visoke simetrije; (b) primer fononske disperzije duZ pravaca visoke simetrije.
27

Pravac I' — M lezi duz y-ose tako da se moze parametrizovati sa 0 < k, < -7 i elementi

dinamicke matrice za ovaj pravac se svode na

Dya(k) = %(1—Cos(kya\/§/2)), Day(k) =0, Dy, (k) = 3%(1—cos(kya\/§/2)). (8.90)
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Grane fononskog spektra duz pravca I' — M su

Wl lroar = (25 + 5) (1 = cos(kyav/3/2)). (8.91)
m  m
Uz odgovarajuce parametrizacije ostala dva pravca visoke simetrije u IBZ dobijamo i preostala
dva izraza:
Wi | Mok = l (3 — 2cos(kya) + cos(kya/2)), w?|pyok = 32 (1 + cos(kza/2))
m m

wilkor = % (3 — cos(kya) — 2cos(kya/2) cos(k,aV/3)

+ ((cos(kwa/Z) cos(kyav/3/2) — cos(k:gga))2 + 3sin?(kya/2) sinz(k:ya\/g/Q)) 1/2)
(8.92)

Za zgodan odabir parametara m, a i x dobija se disperzija kao na Slici [8.10p. Posto imamo
jedan atom u bazisu i dva stepena slobode fononski spektar ima dve akusticke grane. Citaocu
se toplo preporucuje da se u nekom od softvera za vizualizaciju funkcija poigra sa ovim
vrednostima kako bi uvideo kako one uti¢u na izgled fononskog spektra. E|

3Primere fononskih disperzionih relacija za druge 2D kristala moZete naéi na repozitorijumima razli¢itih kurse-
vima fizike ¢vrstog stanja, npr. https://courses.cit.cornell.edu/ece407/Lectures/handout18.pdf


https://courses.cit.cornell.edu/ece407/Lectures/handout18.pdf

Glava 9

Zadaci sa ispitnih rokova

9.1 Junski ispitni rok (18. jun 2020.)

1. Dobri provodnici gotovo u potpunosti reflektuju elektromagnetno zracenje iz infracrvenog
dela spektra (talasne duzine u opsegu ~ 700 nm—1 mm). U okviru Drudeove teorije razmotriti
metal ¢iji su nosioci elektroni mase m i naelektrisanja —e < 0, pri ¢emu je srednje vreme
izmedu dva uzastopna rasejanja nosilaca na jonima resetke 7. Koncentracija elektrona je n.
Na metal upada elektromagnetni talas frekvencije w.

(a) Izvesti izraz za frekventno-zavisnu (kompleksnu) dielektri¢nu konstantu e(w).

(b) Ako se metal nalazi u poluprostoru z > 0, a elektromagnetni talas se prostire duz z ose
(normalni upad), tada se frekventno-zavisni koeficijent refleksije R(w) moze izracunati

koristeé¢i Frenelovu vezu )
n(w) —1

n(w) +1
gde je n(w) = n(w) +is(w) kompleksni indeks prelamanja. Pokazati da pri wr < 1 vazi
Hagen—Rubensova formula

R(w) =

i

w
WHR

i nadi frekvenciju wyg-.
Pomoé: Za veéinu metala je ispunjena nejednakost w,7 > 1, gde je w, plazmena fre-
kvencija.

2. Razmotriti Kronig-Penijev J-model u kojem su atomi rasporedeni u jednodimenzionalnoj
reSetki konstante a, dok je periodi¢ni potencijal u kojem se kreéu elektroni oblika

+oo

V(z) =aVp Z d(z — na),

n=-—oo
gde je Vg < 0 konstanta odgovarajué¢ih dimenzija, videti sliku

(a) Nadijednacinu koju zadovoljava energija e elektronskog stanja nultog kristalnog impulsa.

ma?|Vp|

2 < 1, gde je m masa elektrona.

(b) IzraCunati ¢ smatrajuci da je

3. Razmotriti termalne vibracije monoatomskog lanca koji sadrzi atome mase M na medusobnom
(ravnoteznom) rastojanju a. Smatrati da svaki atom interaguje ne samo sa najblizim suse-
dima, vec¢ i sa svim ostalim atomima u lancu, pri ¢emu je konstanta elasti¢nosti restitucione
sile kojom dati atom interaguje sa svojim m-tim najblizim susedom K,,.

(a) Nadi zavisnost frekvencije vibracija w od talasnog broja k.

(b) Naéi oblik disperzione relacije w(k) u dugotalasnoj granici |k|a < 1 ako je K,,, = K/m?*,
gde je K konstanta odgovarajué¢ih dimenzija.

62
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Slika 9.1: uz zadatak

9.2 Julski ispitni rok (4. jul 2020.)

1. Na temperaturi od oko 450 °C, kobalt menja svoju kristalnu strukturu prelazeéi iz heksa-
gonalne gusto pakovane (hep) strukture u nisko-temperaturskoj fazi u povrsinski-centriranu
kubnu (fee) strukturu u visoko-temperaturskoj fazi. Konstante hep resetke su a = 2,51 A,
c= 4£7 A, dok je konstanta konvencionalne kubne resetke koja odgovara fec reSetki acyp, =
3,55 A.

(a) Za hcp reSetku, najpre odrediti odnos (¢/a)ideal u slu¢aju idealno gustog pakovanja, a po-

a — (¢/a)ideal
(C/a)ideal

fazi kobalta od izracunatog odnosa pri idealno gustom pakovanju.

Pomoé: Idealno gusto pakovanje se definiSe na sledeéi nacin. Neka su identi¢ne sfere ra-

sporedene tako da su im centri u ¢vorovima hep reSetke. Sfere su idealno gusto pakovane

ako se svake dve sfere koje su najblizi susedi dodiruju (bez preklapanja).

. o . . . C . .
tom izraCunati relativno odstupanje odnosa ¢/a u nisko-temperaturskoj

(b) Odrediti razliku u masenim gustinama izmedu nisko-temperaturske i visoko-temperaturske
faze, Ap = phep — Pfee. lzracunati brojnu vrednost za Ap u kg/m?. Relativna atomska
masa kobalta je A, = 58,9332, dok je atomska jedinica mase u = 1,66054 x 10727 kg.

2. U okviru modela jake veze razmotriti monoatomski lanac konstante a koji se sastoji od N
atoma, pri Cemu su relevantne po dve atomske orbitale (A i B) svakog atoma. Neka je |n; A)
(|n; B)) vektor stanja elektrona u atomu na poloZaju na i u orbitali A (B). Smatrati da vaze
relacije ortonormiranosti (n; X|m;Y) = dpmdxy (X,Y € {4,B}) i da se Hamiltonijan moZe
zapisati u obliku

H = (caln; A)(n; A| + ep|n; B)(n; B|)
—taa Y (In; A)(n+ LA +|n+1;A)(n; A)) —tp Y (In; B)(n+1; B| + |n + 1; B)(n; B))

—tap Yy (In; B)(n+ 1Al +|n+ 1, A)(n; B]) — tap »_ (In; A)(n+1; Bl + [n+ 1; B)(n; A]) .

Ovde su e4,/p energije elektrona u orbitalama A/B, t44/tpp su amplitude preskoka elek-
trona sa orbitale A/B jednog atoma na istu orbitalu njegovog najblizeg suseda, dok je tsp
amplituda preskoka elektrona sa orbitale A jednog atoma na orbitalu B njegovog najblizeg
suseda (ili obrnuto).

Odrediti svojstvene energije Hamiltonijana H uzimajuéi da vaZi periodi¢ni (Born—von-Karmanov)
granicni uslov.

3. Razmotriti termalne vibracije atoma masa M rasporedenih u kvadratnu reSetku konstante
a. Pretpostaviti da interaguju samo najblizi susedi kvazielasti¢nim silama sa koeficijentima
elasti¢nosti K i da se atomi mogu kretati samo duz pravca normalnog na ravan resetke.

(a) Izvesti izraz za fononsku disperzionu relaciju w(k,, k).

(b) Napisati izraz za w(ks,ky) u dugotalasnoj granici |kz|la < 1, |kyla < 1.
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9.3 Avgustovski ispitni rok (20. avgust 2020.)

1. Atomski tanki slojevi heksagonalnog bor nitrida (h-BN) se sastoje od atoma bora i azota
koji formiraju sacastu strukturu sa rastojanjem izmedu najblizih susednih atoma B i N od
apn =1,45 A. Odabirom bazisa koji sadrzi dva najbliza atoma B i N, sacasta struktura se
svodi na odgovaraju¢u Braveovu reSetku ¢iji su primitivni vektori odabrani kao na slici

(a) O kojoj se Braveovoj refetki radi i kolika je njena konstanta a? Napisati vektore a; i
a3 u koordinatnom sistemu odabranom na slici.
(b) Napisati koordinate svih atoma B i N.

(c) Odrediti primitivne vektore recipro¢ne resetke i skicirati prvu Briluenovu zonu (IBZ).
Voditi ra¢una o orijentaciji IBZ u odnosu na odgovarajuéi koordinatni sistem u reci-
pro¢nom prostoru.

(d) Napisati koordinate kristalografski neekvivalentnih ¢ogkova IBZ. Eksplicitnim rac¢unom
pokazati kako se ostali ¢oskovi IBZ dobijaju iz kristalografski neekvivalentnih.
Pomoé: Kako glase koeficijenti o; u razvoju proizvoljnog vektora u = >, a;b; po

primitivnim vektorima recipro¢ne resetke?
0 a 20 x

“. (b) uz zadatak

Ay BB
oN

aBN

(a) uz zadatak

Slika 9.2: uz zadatke |1} i

2. Razmotriti Kronig-Penijev J-model u kojem su atomi rasporedeni u jednodimenzionalnoj
reSetki konstante a, dok je periodi¢ni potencijal u kojem se kreéu elektroni oblika

+oo

V(z) =aVp Z o(z — na),

n=—oo

gde je Vo > 0 konstanta odgovarajuéih dimenzija, videti sliku Izvesti jednacinu koju
zadovoljava energija e(k) stanja talasnog vektora k.

3. Razmotriti termalne vibracije lanca ¢ija jedini¢na celija sadrzi dva atoma masa m i M.
Smatrati da interaguju samo najblizi susedi, pri ¢emu je konstanta odgovarajuce restitucione
sile ». Konstanta lanca je a. Izvesti izraze za disperziju akusticke w, (k) i opticke w,(k)
fononske grane.
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9.4 Septembarski ispitni rok (10. septembar 2020.)

1. U okviru Drudeove teorije razmotriti poluprovodnicki materijal kod koga su prisutne obe
vrste nosilaca (i elektroni i Supljine). Koncentracije elektrona i Supljina su redom n. i ny,
dok su njihove pokretljivosti p i pp,-

AZ

B
i
. , )
L» /,"/ / -

#
#
/
#
J
#
o
%
J
%

Slika 9.3: Uzorak oblika kvadra u tzv. Holovoj geometriji.

&

y

Uzorak oblika kvadra nacinjen od tog materijala postavljen je (u tzv. Holovoj geometriji) u
homogeno i stacionarno elektri¢no i magnetno polje koji su medusobno ortogonalni, videti
sliku Koordinatni sistem je odabran tako da je B = Be,, dok struja tece duz z ose,
j = je,. Smatrati da je magnetno polje slabo, tako da vazi p. B < 1. Naéi izraz za Holovu

konstantu Ry = —é u funkciji elementarnog naelektrisanja e > 0, ne,np, e 1 fp-
J

Pomoé i podsetnik: Posto je magnetno polje slabo, moZzete se zadrzati na ¢lanovima linearnim
po B svuda gde smatrate da je to neophodno. Pokretljivost nosilaca je definisana izrazom
vp = +uE, gde je vp brzina drifta u elektricnom polju E, dok je + znak naelektrisanja
nosilaca.

2. U okviru modela jake veze razmotriti svojstvena stanja elektrona na kvadratnoj resetki koja
sadrzi NyN, atoma, pri ¢emu je relevantna samo po jedna (rotaciono simetri¢na) orbitala
svakog atoma. Neka je |R) vektor stanja elektrona u atomu na polozaju R. Hamiltonijan je

oblika
H=Y s R)R[— D> uR)(Ri[— Y  HR)(Ry

(R,R1) ((R,R2))

gde je g¢ energija elektrona u razmatranoj orbitali, ¢; amplituda preskoka izmedu najblizih
suseda, dok je to amplituda preskoka izmedu drugih najblizih suseda. Oznaka (R,Rq) ozna-
¢ava sumiranje po svim najblizim susedima R i Ry, dok oznaka ((R,R2)) oznacava sumiranje
po svim drugim najblizim susedima R i Ras.

(a) Odrediti svojstvene energije Hamiltonijana H uzimajuéi da vaZe periodi¢ni (Born—von
Karmanovi) grani¢ni uslovi.

(b) Na¢i komponente tenzora inverzne efektivne mase u okolini I" tacke.

3. Razmotriti termalne vibracije lanca koji se sastoji od atoma mase m, pri ¢emu svaki atom
interaguje samo sa svojim najblizim susedima restitucionim silama ¢ije su konstante elastic-
nosti razlicite i iznose s 1 3. Izvesti izraze za disperziju akusticke w,(k) i opticke w,(k)
fononske grane.
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9.5 Januarski ispitni rok (21. januar 2021.)

1. Razmotriti difrakciju X zraka na monoatomskoj heksagonalnoj gusto pakovanoj (hcp) kri-
stalnoj strukturi.

(a) Odrediti moguce vrednosti geometrijskog strukturnog faktora Sk.
Podsetnik: Ako razmatrana kristalna struktura nije Braveova reSetka, treba je svesti na
odgovarajuc¢u Braveovu resetku; tada vektor K prolazi po svim tackama reSetke koja je
recipro¢na Braveovoj.

(b) Razmotriti ravni recipro¢ne resetke koje su normalne na c-osu. Pokazati da se naizme-
ni¢no smenjuju ravni u kojima postoje tacke sa Sk = 0 sa onima u kojima takve tacke
ne postoje.

(c) Razmotriti jednu ravan recipro¢ne resetke koja je normalna na c-osu i u kojoj postoje
tacke sa Sg = 0. Koju kristalnu strukturu formiraju te tacke?

2. Razmotriti Kronig-Penijev d-model u kojem su atomi rasporedeni u jednodimenzionalnoj
reSetki konstante a, dok je periodi¢ni potencijal u kojem se kre¢u elektroni oblika

+oo

V(z) =aVy Z o(x — na),

n=—oo
gde je Vo < 0 konstanta odgovarajuc¢ih dimenzija, videti sliku

(a) Odrediti disperzionu relaciju, tj. vezu izmedu talasnog broja k i energije Blohovog stanja
E.

(b) Neka je potencijal dovoljno jak tako da je ispunjena nejednakost Vo < —2h2/(ma?) (m
je masa elektrona). Pokazati da sve dozvoljene vrednosti energije pripadaju intervalu
h2 2 h2 2
(— 2%L, — 2%R) i odrediti jednacine koje zadovoljavaju realni parametri s i »p
m m
(%L > xR > O)

|
Q
o
Q
[\
Q
Ky

A a4 4 A A n 4

mq Mo M1 M1 Mo M1 M1 M2

v (b) uz zadatak
(a) uz zadatak

Slika 9.4: uz zadatke [2]i
3. Razmotriti lanac shematski prikazan na slici [0.4b| koji se sastoji od dva razliita tipa atoma

masa m1 i mo (M1 # m2). Smatrati da interaguju samo najblizi susedi restitucionim silama
Cije su konstante elasti¢nosti ». Izracunati frekvencije fononskih moda

(a) u centru prve Briluenove zone;

(b) na granici prve Briluenove zone.
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